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Abstract

This report presents an introduction to the numerical treatment
of ordinary differential equations (0.D.Es.) which, although
containing the classical results, in many parts gives a new
approach to the theory. The basic definitions and theorems are
presented such that they can easily be extended to more general
discretization problems (e.g. occuring in partial differential

equations).

Large parts of the theory are based on a general stability

theorem (theorem 3.1.), the application of which is not restricted
to 0.D.Es. This theorem also serves as starting point for a new
and, in a sense, complete theory of cyclic multistep methods

which originally have been presented by Donelson and Hansen;

here, however, they are treated in a totally different way,
showing an easier manner to calculate numerically stable M-cyclic
k-step methods of maximum order. The underlying theory applies
also to the more general case of multistage multistep methods

as introduced by Stetter.

M-cyclic k-step methods of lower order g<2k have very favourable
stability properties (section 10.2) and, thus, seem to be
particularly suitable for stiff equations.



Vorwort

Dieser Bericht enthilt eine leicht verstidndliche Einfilhrung in
die theoretischen und praktischen Aspekte der numerischen Be-
handlung von Anfangswertproblemen bei gewdhnlichen Differential-
gleichungen. Er behandelt zwar auch den klassischen Stoff aus-
 flihrlich, bringt in vielen Teilen jedoch neue Darstellungen und

Ergebnisse.

Die grundlegenden Definitionen und S&tze in den Pragraphen 2
und 3 sind so angelegt, daR sie leicht auf allgemeinere Diskre-
tisierungsprobleme (z.B. bei partiellen Differentialgleichungen)
Ubertragbar sind. Grofe Teile der Theorie basieren auf einen
allgemeinen Stabilitétssatz (Satz 3.1.), dessen Anwendung eben-
falls nicht auf die Diskretisierung von gewthnlichen Differen-
tialgleichungen beschrinkt ist.

Er ist auch Ausgangspunkt flr eine geschlossene Theorie liber
Verfahren der Konsistenzordnung g mit der Konvergenzordnung (qg+1)
in Paragraph 5, die friihere Ergebnisse von Spijker and Donelson-
Hansen als Spezialfdlle enthdlt und zu einer neuen Theorie der
zyklischen Mehrschrittverfahren flhrt. Diese werden hier auf
v6llig andere Weise als in der urspriinglichen Arbeit von Donelson
und Hansen behandelt, was zu einem tieferen Verstidndnis dieser
Methoden beitrigt und neue, einfacher zu handhabende M&glich-
keiten ergibt, stabile M-zyklische k-Schritt-Verfahren maximaler

Ordnung zu berechnen.

Es scheint, daR zyklische Verfahren auch sehr glinstige Stabili-
titseigenschaften haben k&nnen, was sie insbesondere flir steife
Differentialgleichungen geeignet und anderen Verfahren lberlegen
macht (vgl. § 10). Dieser Aspekt muR jedoch noch niher unter-
sucht werden.
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Einleitung

Im folgenden behandeln wir Methoden zur numerischen L&sung von
Anfangswertaufgaben flir Differentialgleichungssysteme 1. Ord-

nung der Form:

Tly] )=y GO-f(x,y(x))=0 5 y(a)=ng (1.1)
y:[a,b]>R"; £:[a,b]xrR">R"

Bekanntlich hat (1.1) eine in a<x<b eindeutige, einmal stetig
differenzierbare Ldsung y, wenn f(x,y) im Gebiet
G:={(x,y):aixib;yeﬂn} stetig ist und dort einer Lipschitzbedin-

gung: £ (x5 )-£(x,y )<L y 1=yl 5 (1.2)

genligte mit einer Konstanten L>0 und fir alle (x,yl),(x,yg)eG.

Im folgenden setzen wir stets voraus, daB f(x,y) diese Eigen-
schaften hat; wenn nichts anderes gesagt wird, sind auftreten-

de Normen stets Maximumnormen: |[u|| = max |u.].
1<j<n J

Wir beschridnken unsere Betrachtungen auf Anfangswertprobleme

der Form (1.1), jedoch lassen sich die Definitionen und die
meisten S&tze Uber Konsistenz, Stabilitidt und Konvergenz auf

sehr viel allgemeinere Diskretisierungsverfahren lbertragen,
insbesondere auf Methoden zur numerischen Behandlung von Systemen
hdherer Ordnung und Randwertproblemen sowie von Anfangs- und
Randwertproblemen partieller Differentialgleichungen. Wir werden
diese Anwendungen an Beispielen erldutern, verzichten aber be-
wuBt auf eine allgemeinere Darstellung, um die Betrachtungen

nicht unndtig zu komplizieren.



1. Definitionen_und_Begriffe

Die Diskretisierungsverfahren zur numerischen L&sung von (1.1)
bestehen im allgemeinen darin, y an den Stellen x=x. eines

. il 1 b-
Punktegitters Ih:={xj:a+3h|3=o(1)m; h:_ﬁé } (1.3)
durch Néherungswerte1 yg zu approximieren, indem man den Diffe-

rentialoperator T in (1.1) in geeigneter Weise durch einen Dif-
ferenzenoperator Th ersetzt und die yg aus dem resultierenden

System von Differenzengleichungen bestimmt.

Approximiert man zum Beispiel Tly] (x)zy' (x)-£(x,y(x)), y:BRR,

durch

+h)-
Th[yl(x) NAC g y(x) _ fx,y(x));
so geht das Problem (1.1) iiber in die Differenzengleichung

T 100 5 yr(a)en,

und mit xzxj ergeben sich die NZherungswerte yE nacheinander
aus:

Yo g3 y3+1-yj-hf(xj,y3)=0; j=o(1)m-1 (1.4)

(1.4) ist das Verfahren von Euler, das einfachste aller soge-

- —— T ——— — o ——————

nannten "Einschrittverfahren".

Definition 1.1.

Ein Verfahren Th[y*](xj):o’mit hTh[yﬂ(xj):

L]
F(xj,yj,y3+1,...,y3+k;h) zur Berechnung der Niherungen
«

Y34k (3=0(1)m-k) heiBt k-Schritt-Verfahren. Bei k=1

1) .
Im folgenden bezeichnet y stets die Ldsung der Dgl. (1.1)
und y* ihre Ndherung.



In Kapitel 8 werden wir Einschrittverfahren der Form

y3+1—y3—h¢(xj,y3;h)26 N L (1.5)

j=o(1)m-1

ableiten und in Kapitel 9 "lineare Mehrschrittverfahren" der

Form
» » A _ * N _
O It Ok Viugo1t ot V5 h(B, f§+k+...+80 fj)-O’ (1.6)
j=o(1)m-k

k- R . . ¥ = .
Yo o3 Y17 (B)s. sy q=my 4 (B3

&*
£o=0(x5,553)5 oy =15 Jog[+]8, 140

wobei die nj(h), j=1(1)k-1, in einer Anlaufrechnung mittels
anderer Verfahren (z.B. Einschrittverfahren) berechnet werden.

. . . . L 4 _ PR
y§+k ist in diesem Fall noch in fj+k_f(xj+k’yj+k) enthalten.

Wie wir sehen werden (Abschnitt 4.2.), ist bei impliziten Ver-

lich.

Beispiele:

1.- Ersetzt man y'(x) durch f%[y(x+h)—y(x—h)] so erhidlt man
aus (1.1) fir x:xj das folgende 2-Schrittverfahren (midpoint-
rule)

¥ __k Y . s _

yj+1_YJ_1+2h f(xjsyj) ) J’l(l)m 1 (1.7)
welches zweil Startwerte yg und yz erfordert; YE:”O und (bei-

spielsweise) y%=y*+h f(x_,y*). Dabei ist
1 Y0 0’70

T, [y (o = LRV OER) — o(x,y(0)



Sy yA h . x,h *Y); j=o(1)m-1 1.8
y‘O_nO’ yj+1_yj+h f(Xj'*'?: yj+§ f(Xjayj)>a J O< >m ( )
- h h
Hier ist: Th[y](x)gy(x+h% y<X)-f(X+§, y(x)+= £{x,y(x))
3.- (1.8) kann dazu benutzt werden, um den Anfangswert yz fir

» — ok h * » . T — 1
TVt (fj+1+u f§+fj_1), j=1(1)m-1 (1.9)

X _ . L h h *
Yo MNos y1—yo+h f(xo+§’ yg+§ f<Xo’yo))

zenoperator Th lautet

T, [v] (x)EY(X+h;;1y(X—b)_%[f(x+h,y(x+h))+Mf(x,y(x) )+f(x=h,y(x-h))]

Einzelheiten lber Ableitung und Anwendung dieser Verfahren werden

spdter behandelt.

d. Konsistenz

Der Operator T, kann als Nidherung von T in einem Funktionenraum
F' angesehen werden, wenn fiir alle Funktionen z aus F und alle

xeI! die Norm X?%§ 1T, (2] ()-T[2] (x)]] mit h gegen Null geht, wo-

h
bei I} die Menge aller xel, bezeichnet, fir die Ty [yl (x) definiert
ist. Diese Bedingung ist bei nichtlinearem Th (z.B. Mehrschritt-
verfahren der Form (1.6)) nur in Ausnahmefédllen erfiillbar, da-
her begnligen wir uns mit der Forderung, daR sie wenigstens fir
z(x)=y(x) gelten soll, wobei y wieder die Ldsung von T[y](x)=0

1st. Wir nennen insbesondere ‘I‘h mit T konsistent, wenn der lo-



Definition 2.1.

Sei y Ldsung von T[y](x)=0; dann heiBt der Operator Ty,
und auch das durch ihn definierte Differenzenverfahren
T, [y*1(x)=0, xel}, konsistent
wenn flr den Ersetzungsfehler gilt:

lim max ||T, [y](x)]|=0 (2.1)

h->o Xelﬁ

Existieren auferdem Konstanten hO>O, D>o0 und g>o, so daR

fiir h<h gilt:

max I, [vy]x)]l < D n4

XEIh

Falls auch die Startwerte nj(h) eines k-Schrittverfahrens N&ihe-

rungen der exakten Werte y(xj), j=o(1)k-1, sind, d.h. wenn gilt:

lim ||n.(h)-y(x.)]|=0; j=o(1)k-1 (2.2)
h-»o J J

so wird man annehmen dirfen, daf flr kleines h - mdglicherweise
sistenten Differenzenverfahrens die L&sung y(xj) der Differen-
tialgleichung (1.1) in den Punkten xjelh approximiert. Wir
werden spidter sehen (Satz 3.2.), daR das in der Tat der Fall
ist. (2.2) wird oft Konsistenzbedingung flr die_Startwerte ge-

nannt.

1)

dieser Zusatz wird weggelassen, wenn kein Zweifel besteht,

auf welches Problem er sich bezieht.



Beispiele:

1.- Die midpoint-rule (1.7) hat fiur yeCB[a,b] die Konsistenz-

ordnung 2, denn es gilt:

I, [y] GOl 2 (v Gern)=y (x-0))=£ G,y ()|
9| -2—15 (y(x+h)=-y(x-h))=y "' (x)]|
2
= %r lly™ (&)1 5 gela,p] (nach Taylor)

Auch der Startwert ya ist konsistent, denn es gilt:
lim Hyg+hf(xo,yg)-y(xlﬂl=o.
h-+o
In gleicher Weise beweist man, daR Th fur yecz[a,b] die

Konsistenzordnung 1 hat.

2
Wegen HTh[z](x)—T[z](xﬂ]=%T]|Zm(gﬂl; ZECBEa,bI

approximiert Th fir kleine h den Operator T sogar filr
alle zeCBEa,b] (und nicht nur fir die L8sung y von (1.1)).

2.- Das Verfahren (1.9) von Milne-Simpson hat fiir yeCS[a,b] die
Konsistenzordnung 4. Es gilt ndmlich:

1, [y] ool =) XIS O] ey 1y (o) bt (o, () J4£ (o, (x-h)]

=IIY(X+h%£y(X-h) _% (y' (x#h)+hy ' (x)+y"' (x=h)) ||

2 4
=1yt O3y v 0y 3 ()~ [y ey ()

4
+%§ y(5)(€2)] ”fp hu

; -1 (5)
t =
mi 05 xe?gfb] [ly*~7(x)]] una X~h<f, , £,<x+h (2.3)



3.=- In der parabolischen partiellen Differentialgleichung (in-
homogene Wirmeleitungsgleichung):

T[u](x,t)=ut—0uxx—f(x,t,u)=o; o>o (2.4)
u(x,0)=n(x) 0<x<b

u(o,t)=u(b,t)=o0; o<t<e

selen Uy bzw. Uy o ersetzt durch

a) Vorwidrtsdifferenz bzw. zentrale Differenz an der Stelle t

b) Zentrale Differenz " " " moon " t
¢) Vorwdrtsdifferenz " " " mon " (t+At)
(a) _u(x,t+At)-u(x,t)  ulx+dx,t)-2u(x,t)+u(x-Ax,t) _
a) Ty ap (W (6, t)3 At © 2
(Ax)
- £(x,t,u)=0 (2.5a)
(b) _u(x,t+At)-u(x,t-At) _ u(x+Ax,t)-2ulx,t)+ul(x-Ax,t) _
B) Ty, ag [W (6 B)Z=22 o >
> (Ax)
- £(x,t,u)=0 (2.5b)
(e¢) _u(x,t+At)-u(x,t) _u(x+Ax,t+At)-2ul(x, t+At ) +u(x-Ax,t+At)
©) Ty, e [l G )32 o ) 2 ’ -
) (Ax)
- f£(x,t,u)=0 (2.5¢)
. b c
mit AX:EI 3 At:ﬁg 5 ml,m2€N ;
dann ergibt sich mit
_ . — . * - <2) « _,n*(/Q')
Xj—JAX, ty =28t u (Xj’tz)'u§ ; f(xj,tg,u (Xj,t2)>—1j

fir x=xj, t=t£ und J=1(1)m1—1:



a) das explizite Verfahren

G (a+1) g 208t *(2) oAt x(2) 20y ae plR)
=(1- 5lu +—== (u us )+h ;
E (0 Tan? I ’ (2.6a)

2=o(1)m2-1

b) das 2-Schrittverfahren

g+ (1) (R-1), 2048 (u*ii) ot (“)+uJ(2))+2At fil)
J % (ax)8 J (2.6b)

£:1(1)m2—1

c) das implizite Verfahren (Crank-Nicolson)

oAt u.&(2+1) (1 L2008t ) x(2+1) obt *(2+1) *(2)+At fﬁl)

(ax)° 1 (ax)2 9 (ax)? 371
(2.6c)
2=o(1)m2-1

In natiirlicher Verallgemeinerung von Definition 2.1. nennen

wir Ty At konsistent, wenn flir die L8sung u von (2.4) gilt:
3

lim  max ||T [u] (x,t)]] =0 (2.7)
Ax+o x,tel’ Ax,At ’
At=o

wobei I' die Menge aller x und t bezeichnet, fiir die TA LAt

definiert ist. T, At hat die Konsistenzordnung q=min(r, 5)

wenn fir die Lbsung u von (2.4) giit:

xTiﬁxv”T“’“[u](x’t)H =0 ((ax)T)+ O ((at)®)

Durch Taylorentwicklung erhilt man:

(a)

_ (Ax .
Tax,at (W] (x,8)= 2' Uy (x,8)- 0——§l— Uy oy (Xst)+Glieder hdh. Ordng.
in Ax,At
(b) (At) o (A
x) 2
AX At[u]( t)= | ttt t)- T XXXX(X t)+Glieder hdh.

Ordng. in Ax,At



A()C(>At[u](x ©)=5 gp 06l )+ %t—;? Upppg (X204
X
r+2
+ Glieder mit (Ax)r, (At)T und 1532—5— 3 r=2,3,...
(Ax)

Die Verfahren a) und b) haben daher die Konsistenzordnung 1 bzw.
2, wenn u hinreichend oft differenzierbar ist.

Flir das Verfahren c) ist die Konsistenzbedingung (2.7) nur dann
erflillt, wenn zwischen Ax und At eine Beziehung besteht, so daR

gilt: 5
(At)
Ax

1lim = 0

Ax,At»0

Flir At=const.Ax, zum Beispiel, hat das Verfahren die Ordnung 2,

falls g% f(x,t,u(x,t))=o, anderenfalls die Ordnung 1.

Untersuchen wir die Konsistenz von Ein- oder Mehrschrittver-
fahren der Form (1.5) und (1.6), so ergeben sich die folgenden

Konsistenzsitze:

Satz 2.1.

. . 4 x . . «
Das Einschrittverfahren y3+1-yj+h¢(xj,yj,h), yg=n, zur
Approximation der L&sung y(xj+1) von (1.1) ist konsistent,
wenn
1. ¢(x,y30)=f(x,y)

2. ¢(x,y;h) stetig in G*:={(x,y,h):a<x<b; yeR"; o<h<h } ist.

Sind dariiber hinaus alle partiellen Ableitungen von der
Ordnung q stetig, so hat es die Konsistenzordnung g, wenn
gilt:

g-1
h
¢(X,y;h)=f(x,y)+§% Df(x,y)+...+ T

“lr(x,y)+ (nd)  (2.8)

wobel Df(x,y) definiert ist durch Df(x,y):(§%+f§%)f(x,y);
d.h. zum Beispiel

Df =1 +ff‘y
P of , .of
D £= ( By)(ax fay)
2 2

=fXX+2fny+f fyy+fxfy+ffy ; ete.



Beweis:

Fiir die Lésung y von (1.1) gilt mit o<é<1

max || 7, [y] Goll= max|[ LEHRIZED oy )5m) )] <
xelﬁ Xslﬂ

< max|| y' (x+8h)-6(x,y(x);0)||+ max|lp(x,y(x);0)=-¢(x,y(x);h)];
“xel} xel!

h h
Wegen ¢ (x,y(x);0)=f(x,y(x))=y"'(x), yelea,bI und der gleich-
midRigen Stetigkeit von ¢(x,y(x);h) im abgeschlossenen Gebiet
a<x<b; o<h<h  geht dieser Ausdruck mit h>o gegen Null; das Ver-
fahren ist daher konsistent. Wenn alle partiellen Ableitungen

von f(x,y) der Ordnung q stetig sind, dann gilt yqu+1[a,b1 und
es folgt:

1 [y] G| = LT GO g 5y ()5

q
=y gy (et 3 ()6 o,y G0 sl
X<E<X+h
= (n%)
denn aus y'=f(x,y(x)) folgt

n+1
y( )(x)=an(X,Y(X)); n=1(1)qg-1.
Satz 2.2.
Das k-Schrittverfahren der Form (1.6):
akyf ‘oo, vy +oooto yi-h(B £f 48 Pt 7=
Ik k=17 J+k-1 o 5K i Pl -1t e - 18T 50205

Jj=o(1)m-k
ist konsistent mit (1.1), wenn gilt

B (2.9)



Fiir yecq+2[a,b], q>1, hat es die Konsistenzordnung q,

wenn co=cl=...=cq=o; cq+1#o, wobel die Konstanten c

2=0(1)q+1 definiert sind durch:

Q/.’

k k k
co=.§ as; 01='§ 1ai-.§ Bi (2.10)
1=0 i=1 1=0
k k
1 ) 1 2-1 _
Co I .§ 170 = Ty '§ i B 2=2(1)qg+1.
i=1 i=1
Beweis:
Wegen yeCl[?,bl gilt:
1 k k
T [yl (Ol =l]ls £ a.y(x+jh)- £ B. f(x+jh,y(x+jh))l
h h .7 73] Lo
j=o j=o
sy K k _ k _
= T P os+ z y'(Ej)Jaj-_Z Bj f(x+jh,y(x+ih))||;
J =0 J =0 J =0
X<Ej<x+jh
Wegen 1im y'(g.)=y'(x)=f(x,y(x)); Jj=1(1)k.
h-o J
k k
lim I Bj f(x+jh,y(x+jh))=f(x,y(x)) L Bj
h»o j=o j=o

geht HTh[y](x)H mit h»o gegen Null, wenn die Gleichungen (2.9)
erfiillt sind.

Ist ngq+2[a,b], so folgt aus f(x,y(x))=y'(x) und einer Taylor-
entwicklung:

k k

I as y(x+jh)= I By fx+jh,y(x+jn))||

T, 1GONl=1 &
Jj=o j=o

C
=] == y(x)+e v (x)+e hy" (x)+. .. (2.11)
.. _+thQ‘1y<Q) (X)+Cq+1hqy(q+1)(x)+ ﬂ(hqi'l)”

=@n%), ralls Cy=C =...7C 05 ¢ £0

Das beweist den zweiten Teil der Behauptung.



Definition 2.2.

Hat (1.6) die Konsistenzordnung q, SO heift Cq41
Fehlerkonstante des Verfahrens. Die Polynome

k k-1
= +...%F +o
p(u)=a, u +a, H aquta, (2.12)

k-1

0 (u)=B, "+, T T +BueB

p(1)=o0 ; p'(1)=0(1) (2.13%)

Im folgenden wird stets ak=1 gesetzt und, falls nichts anderes
gesagt, werden p und o teilerfremd vorausgesetzt.

3., Stabilit&dt und Konvergenz

Die Konsistenz eines Operators gewdhrleistet eine sinnvolle
Approximation der Gleichung TEyI(x):G'durch eine Differenzen-

gleichung Th[yf](x):U; was keineswegs einschlieBt, da® auch

Es gibt vielmehr Differenzengleichungen Th[y*l(xj)=eg deren
L&sung sich mit kleinem h beliebig stark verindert, wenn die
Anfangswerte oder der Operator T, auch nur ganz geringflgig
________ » und man
wird nicht erwarten kénnen, daf ihre Losungen N&dherungen flir
die Losung y von T[y](x)=0 sind, da sie ja nicht einmal die L&-

sung einer beliebig "4hnlichen" Differenzengleichung %h[y*l(x)=6/
approximieren.



3.1. Ein Beispiel

Zur Illustration approximieren wir die Differentialgleichung:

Ty (x)zy ' (x)-Ay(x)=0; y(0)=1; y:R-R (3.1)
durch:
T, [y4] (o L) 0023y FOeh) a6 <o

(3.2)
g* (0)=1; y*(n)=n,

Die Konsistenz von T, folgt aus (2.13) mit p(u)z—u2+uu—3 und
o(u)=2u. Flr Xj:jh erhdlt man das Verfahren

y3+1+(2kh-4)y3+3y3_1=o; y;=1; yz=n1 (3.3)

(j=1(1)m-1)

u2+(2Xh—M)u+3=o (3.4)

und man erhdlt die allgemeine L&sung von (3.3) in der Form
y’:clul + 02‘»12 (3-5)

wobei 01 und 02 Konstanten sind, die von den Anfangsbedingungen

yg und y; sowie von h abhidngen, und ul(h) und u2(h) die Null-

stellen von (3.4):

by (h):=(2-Ah)- Ji-ian+ )= M v P2

uy (1) :=(2-Ah)+ J1-lan+ (An)2=3e" My F(n?)

(den 2. Teil dieser Gleichung zeigt man durch Taylorentwicklung)



Aus den Anfangsbedingungen foigt

1:C1+02 K n1301U1+02U2

o= U2_n1 ) C.= El-nl
1 - ’ 2 Hy=Ho

uY approximiert die Ldsung y(xj):eAhJ der Dgl. (3.1) mit der
Ordnung (g+1) in h(g=1 ist die Konsistenzordnung des Verfahrens
(3.3)); eine Wurzel von (3.4) mit dieser Eigenschaft werden wir

AuBer der Hauptwurzel tritt in der Niherung (3.5) noch eine
weltere Wurzel o auf; im allgemeineren Fall eines k-Schritt-
Verfahrens der Form (1.6) gibt es (k-1) derartige weitere Wur-
rentialgleichung (3.1) zu tun; sie sind jedoch unvermeidlich
und Folge der Approximation einer Differentialgleichung ersten
Grades durch eine Differenzengleichung k-ten Grades.

Betrachten wir nun die L®sung von (3.3):

»
Y

¢y (M wn?))dee, (3e7MPs P (n2))]
d.h. mit jhex,

Ax. x./h  =\x. 2
X J i, i+ (n°)
yJ C, e +C2 3 e

Nehmen wir noch den glinstigsten Fall an, daB der Startwert N4
exakt ist, d.h. n =e’, 5o rolgt:

AX. x./h =\x.
Vi=(1+0%))e I+ @) 39 & Iy @n?) (3.6)

Der erste Summand approximiert die exakte L&sung 3/()():e>‘X der

Differentialgleichung mit der Ordnung 2 in h. Der zwelte Summand

jedoch ist Folge der Nebenwurzel Mo und verfédlscht das Ergebnis

v8llig, und zwar umso mehr, je kleiner h ist



Dieser Effekt ist typisch fir ein "instabiles" Verfahren und

tritt offensichtlich immer dann auf, wenn eine Nullstelle der
charakteristischen Gleichung (3.4) betragsmidBig grdRer ist als
1. Als weiteres, vorliufiges Ergebnis dieses Beispiels halten

wir noch fest, daR die Nebenwurzeln u2(2=2(1)k) auch betrags-

J Uberwiegt.

3,2. Definition der Stabilitit

Mit der Existenz eines konvergenten numerischen Verfahrens zur
Losung eines mathematischen Problems ist keineswegs gesichert,
daR die L&sung (oder eine gute Approximation) mit dem Verfahren
sich sehr einfach am Beispiel des vorigen Abschnitts erlidutern:
Fur Ny =H4 konvergiert das Verfahren (3.3) mit h»o gegen die L&-

AX

sung y(x)=e von (3.1); dennoch ist es selbst fir ny=u; nicht

denn diese werden filir kleines h durch unvermeidliche Rundungs-
fehler vollig verfdlscht. Praktikabel ist ndmlich ein Diskre-
tisierungsverfahren erst dann, wenn der Einfluf von Fehlern fir
alle Werte des Diskretisierungsparameters beschrinkt bleibt. In
diesem Fall nennen wir das Verfahren stabil. Stabilitdt ist so-

mit die Eigenschaft, die ein Verfahren ilberhaupt erst fir den

praktischen Gebrauch geeignet macht!

Wir wollen nun den Begriff der Stabilitidt prédzisieren: Seien

V:Ih—>!Rn und w:I, ~R" Lésungen der k-Schritt-Verfahren:

h

Th[vl(xj)+8h[V](xj)=G’ mit A RUFRSTE (j=o0(1)k-1)

j=o(1)m-k (3.7)

Th[w](xj)+Rh[W](Xj)=0' mit wj:njﬂu(j (j=o(1)k-1)



wobeil Sh,Rh,uj,wj als "Stdrungen" von

Thfy*](xj)=d ; ygznj (j=o(1)k-1) (3.8)

interpretieren, die z.B. durch Ersetzungsfehler oder Rundungen
zustande gekommen sein kdnnen. Unterscheiden sich Sh und Rh fir

alle he(o,h ] nur wenig:

d.h. HSh[v](xj)—Rh[W](xj)H<61; j=o(1)m-k; o0<8, <<1

und unterscheiden sich auch die Anfangswerte wenig:

d.h. Huj-ij<62; j=o(1)k-1; 0<85<<1

voneinander unterscheiden. Wir definieren daher:

Definition 3.1.

Ein k-Schritt-Verfahren Th[y*](xj)=oj ygznj (j=o(1)k=-1),
y*:Ih+Rn, heift stabil, wenn es eine von h unabhédngige

Konstante C gibt, so daB fiir beliebige Funktionen
v,w,:I 9R" gilt:

”VJ_WJHiC{Oi?iﬁ_JIVi"Wﬂl+o<?§$-k”Th[V](Xi)—Th[WI(Xi)”i3 o)

j=o(1)m

anderenfalls heift das Verfahren instabil.

I z‘jllic{oirin;)li—ln Zi” +O<I;{<ir)r(1—k” Th [ZJ (Xi I (3.10)

J=o(1)m



Beispiel
Betrachten wir das Verfahren von Euler:
hTh[y*](Xj)5y3+1—y3—hf(xj,y3)=O; j=o(1)m-1 (3.11)
Flir beliebige v,w:Ih+R erhdlt man die Identitdten:
. L =v.+thf(x. . y+hT X.
V5417V ( J,VJ) L vl ;)

W.

J+1:Wj+hf(xj’wj)+hTh[w](Xj)

und mit der Lipschitzbedingung (1.2):

]]Vj+1‘Wj +1”i( 1+hL)] Vs 'WJ'“ +h'o<1in§;‘:1_1n Ty [v] (Xj_ )_Th [w] (Xi A s
j=o(1)m=-1

Wir setzen: (1+hL)=A; max [Ty [v](x;)-T, [w] (x;)]|=B; dann gilt:
o<i<m-1

lvy=wll <all vg-w || +nB
[lvgmwoll <Al vy=w || +hB<A® || v -w || +hB(a+1)

2
”VB'W3“§AI|Vg'Wﬂ|+hBiA3||VO‘WJI+hB(A +A+1); etc.

Durch Induktion erhilt man:

, 1 s
ij—ijiAJHvo-wOH+hB(AJ FAI T L HaT)

Ad-1

<A vg-uyll+nB F=7=

Ersetzen von A und B ergibt:

: 1 .
ij—wjﬂi(1+hL)JHVO—wO”+L ((1+hL>J-1)O<?§;_1HTh£V](Xi)—Th[wj(Xi)H



L(x.-a)

j ] . -a)L -1
Wegenl) (1+hL)JiehJL=e J folgt mit C:=e(b a) max(1,L )

”Vj'ijiC{”Vo—wo”+Oi?§§_JlTh[V](Xi)_Th[W](Xi)H}

und damit die Stabilitét des Verfahrens.

Fur vj=y(xj) und wj=y3, erhdlt man die folgende Fehlerabschidtzung

fiir das Verfahren von Euler:

i
Hy(xj%y}!lf_——(“hrﬁ) L pax [T [y] (x5 G=o(tim

oiiim—i

Flir ysC2[a,b] und K=% max ||y"(x)]| folgt aus
Xe[a,b

y(x.+h)=-y(x:)
17y [y] (e =) =2 -f(xj,y(xj>)ll=%!ly"(sj>ilihK (3.12)

X.<E.<x.+h
§<65<%;

die Ungleichung

) . L(x,-
1y (x;)=3/l| <nKL 1(1+nL)9 -1} <nkL™ e %57

y} konvergiert somit gegen y(xj) wenigstens mit der Ordnung 1
in h.

Hinweis:

Tritt bei der Berechnung von yf+1 aus (3.11) in jedem Rechen-

schritt ein Rundungsfehler e, auf mit Hejll<e fir alle j, d.h.

haben wir statt des Operators T Fomit

n in (3.11) den Operator Th

+
hT * . )= > -y -

1 X 2
- nx
e"=1l+x+x"e 7; o<n<1l, daher 1+x<eX fir bel.

S reelles x.



so ist TF nicht konsistent mit T und (3.12) ist 2zu ersetzen durch

n —===Z

]IT;[y](xj)HihK+%

* £y, -1 i
[y (x5)-¥5ll < (hK+g)L {(1+hL)? -1}

Wir sehen, daR® der durch Rundung entstandene Anteil der Fehler-
schranke mit h-+o unbegrenzt widchst; dennoch ist das Verfahren
stabil im Sinne der Definition 3.1. Die Schrittweite h ist

optimal gewihlt, wenn gilt: Kh=eh -,

3.3. Ein allgemeines Stabilitdtskriterium

Die Ergebnisse des vorigen Abschnitts lassen sich ganz wesent-
lich verallgemeinern durch folgenden Satz 3.1., der die Grund-
lage bildet flir Stabilitits- und Konvergenzbetrachtungen sowie
flir Fehlerabschitzungen bei Diskretisierungsverfahren sehr all-

gemeiner Art.

Sei Th definiert durch

hTh[z}(x):z(x+h)—Az(x)-h¢(x,z(x),z(x+h);h)

mit ReR(k,k); 2: [2,0]°RS;  ¢:[a,0] xR xR x[o,n_]-R"

¢ genlige flir alle yl,zl,y2,zgeﬁk, xe [a,b], he(o,hO] der folgen-
den Lipschitzbedingung mit den Konstanten K, und Kyt

H¢(X>y13213h)‘¢(X,Y23225h)H__<__K1”y1—y2|| +K2H Zl_zgll (3.13)

und fiir die Konstante h moége gelten: hOK2<1.



1)
Satz 3.1.

Die Differenzenglelchung

2,

1:Azg+h¢(xj,zg,23+1;h);zzrgo(h) (3.14)

j=o(1)m-k

ist fur alle ¢, die (3.13) erfilillen, genau dann stabil,
venn es eine Zanhl D>1 gibt mit ||Al]|<D fiir alle jeN. Fir

eine beliebige Funktion V:Ih-*Rk gilt dann:

1501723l

Anmerkungen:

(x.-a)u

De
1+hK -2l +(x. . ,-a) T [v] (x|}
T e g, g IR0

K, +K

172 :

j=o(1)m-k (3.15)

1—hK2

2

1. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz ist z3+1 wegen h_K,<1 ein-

deutig durch

nen.

(3.14) bestimmt und 148t sich iterativ berech-

2. In der Matrix-Theorie wird gezeigt, daf die Zahl D existiert

wenn:

a) flir den Spektralradius von A gilt: p(A)<1 und

b) zu jedem Eigenwert vom Betrag 1 (sofern vorhanden)
nur lineare Elementarteiler gehdren.

Der Beweis von Satz 3.1. #Zhnelt dem Stabilititsbeweis flir das
Verfahren von Euler:

Flir beliebige Funktionen v,w:Ih—>Rk folgt aus

J

Vj+1:Avj+h¢(xj,v.,Vj+1;h)+hTh[v](Xj)

J J

j=o(1)m-k

W'+1:AW'+h¢(Xj’Wj’wj+1;h)+hTh[w](Xj)

1)P.

Albrecht: "Discretization Methods", 9. Coll.

Bras. Mat.,
IMPA, Rio de Janeiro, 1973



die Gleichung

vj+1-wj+1=A(vj—wj)+h(¢(xj,vj,vj+1;h)—¢(xj,wj,wj+1;h))

+h(Th[v](xj)—Th[w](xj))

Mit Q5:=Vs=Ws3 93:=¢(xj,vj,vj+1;h)—¢(xj,wj,wj+1;h) ergibt sich

q;,,7Aq;*h yjm(Th[v] (xj )-T, [w] (x5)).

Durch Induktion findet man

. J ool Joose
_pd*l gt ) z‘f’g’*h > ad ¥ (T, [v] (x)=T, (] (%)) (3.16)

q.
g1 2=0 £=0

Mit A:= a T [vli(x,)-T_ {wi(x,)
i o;;g};-k” b Iv] Geg )=y [w] (]

und HA%ED fiir alle %eN folgt:

Jj=1
g0l Dl ol +n " DO lay | Kl J#nCk laglok g, (g ey

Somit
la,ll< 1—-%«:; {(1+nK )l q | +ha} (3.17)
J
lagyqlls gopgy (Co#axpllal+n(G+)aen(x+k,) T flagfl  (3.18)
Wir zeigen:
(K1+K2)D

lla;ll< T——gfg {(1+hKlla Jl+hja} « {1+h —p— y (3.19)

2



Beweis durch Induktion: (3.19) ist richtig fip i=1, wie (3.17)

1'
zeigt. Wenn €s auch fiir j richtig ist, sO ergibt die Substitu-

tion von (3.19) in (3.18) mit u:=(K1+K2)D/(1—hK2):

J g-1
qu+ﬂL§_1_ﬁK2 {K1+hK1)Hqu+h(j+1)A+hu 221[(1+hK1)HckJ[+h2A]-(1+hu) :}

haA durch h(j+1)A ersetzt ergibt:

llay,qll< T=rr

J -
{(1+hK,)||g Jl+h(j+1)a} {1+hu I (1+hu)* -
2 1o g=1

(3.20)

- s [mpla et ena] e

Somit gilt (3.19) fiir alle j<m-k+1

Mit (1+hu)iehu; jh=xj-a folgt

(x.-a)u
D J 14nK -
. [( + j)Hvo le+ o)

+(Xj+1_a)o<?§$_Q1Th[vj(xi)—Th[W]<Xi)H]

V54079544l 21om ©

Wegen (xj—a)ib—a flir j=o(1)m ist die Stabilit#tsbedingung (3.9)
erflillt mit:

(b-a)u D(K

De’” "o 1K)

C= 1_hoK2 max [(1+hOK1),(b-a)]; uO::—l—-_I’-l_—K———
o2

v % . .

Fir WiTZs ergibt sich (3.15), denn Th[Z’](xj)=Oﬂ

Ist umgekehrt (3.14) stabil fiir beliebiges ¢, welches (3.13) er-
fiillt, so auch fir ¢=0 und es gilt:

HVJ'+1_WJ'+1H:HAJ+1<VO-WO>Hic Vo-woH

iot nur mogmbieh,

fiir alle j und beliebi 1t LG
: ge v ,w, mit v jw . Dag
wenn der Spektralradius p(A)il ist und wenn zu Flgenwerten von

3,1, bewlesen. 4
In Abschnitt 5.1. werden wir zeigen, daB die Fehlerformel (%.15)

unter bestimmten Voraussetzungen erheblich verschirft werden kani.



3.4. Konvergenz

Definition 3.2.

Die L&sung y*(x), X€Ih, eines Diskretisierungsverfahrens

y(x), xel,, von T[y](x)=0, wenn gilt:

lim ||y (x)-y* (x)]] =0
h-o

q, wenn filir alle xel, gilt:

Ily(x)—y*(xﬂl=67(hq) (3.22)

Konsistenz und Stabilitdt sind hinreichende Bedingung fir die
Konvergenz von Diskretisierungsverfahren, wie der folgende Satz
zeigt; sie sind nicht notwendig, wie schon Beispiel 3.1. ver-
deutlichte, jedoch sind inkonsistente und instabile Verfahren

flir die Praxis ohne Belang.
Satz 3.2.

Ein k-Schritt-Verfahren (k®1)

Th[y’](xj)zd (§=o(1)m-k) mit y3=n;(h) (J=o(1)k-1)

ist konvergent, wenn es konsistent und stabil ist und wenn

auch seine Startwerte konsistent sind,

d.h. lim max Ily(xj)—nj(h)H=o (3.23)
h»o o0<j<k-1

Beweis:

Die Stabilitdtsdefinition (3.9) ergibt flr Vj::yj und w.::yg

J
mit Th[y"J (XJ )=(:

Vou*] < . .)-n. c . L2Uu
1y (x5) yJH~C{Oi?§§_1Hy<XJ> nJH+oi?;;-kHTh[y](xJ>H} (3.24)

Die Behauptung folgt jetzt aus (3.23) und (2.1). <



Aus (3.24) ergibt sich unmittelbar:

Korollar 3.2.

Ist (zusitzlich zu den Voraussetzungen in Satz 3.2.)

lly<xj>—nj<h>ll=”<hq), 520(1)k-1

und hat das Verfahren Th[y*l(xj)zd die Konsistenzordnung q,
so gilt flr j=o(1)m:

Iy Geyd-yill = T )

ordnung. Bei bestimmten Verfahren kann die Konvergenzordnung
grofer sein als die Konsistenzordnung, wie in Kapitel 5 gezelgt
werden wird (vgl. Satz 5.1.); bei linearen k-Schritt-Verfahren
ist das jedoch nicht der Falll)

Die Koeffizienten a; und 8., i=o(1)k, eines linearen Mehrschritt-
verfahrens der Konsistenzordnung q:

o, y3+k+o¢k_1 y5+k_1+...+aoy3—h(8k f3+k+...+80f§)=03 o =1 (3.25)

kdnnen nach Satz 2.2. aus dem linearen Gleichungssystem (2.10):

k k k
¢ = I a.,=0; c,:= I da.- L B.=0
°© j=o * 1 i=1 izo 1
) ’ (3.26)
_1 L 1 -1
Cois7 L iva.- = T i RB.=0 2=2(1
A A ¢ 25 D 1705 )a

bestimmt werden.

Theoretisch ist daher fir implizite Verfahren (Bk#o) die Kon-
sistenzordnung g=2k mdglich und fiir explizite Verfahren (Bk:o)
die Konsistenzordnung q=2k-1, denn es sind (2k+1) bzw. 2k Ko-

effizienten verfiigbar, um die a+1l Gleichungen (9.2) zu erfiillen.

daher sprechen wir bei diesen oft nur von Ordnung und unter-

scheiden nicht zwischen Konsistenz- und Konvergenzordnung.



Es zeigt sich jedoch, daBR (fiir festes k) alle Verfahren ab einer
bestimmten Konsistenzordnung instabil sind; insbesondere gilt

der folgende Satz von Dahlquistl):

Satz 3%.3.

hdchstens die Konvergenzordnung g=k+2, wenn k gerade
ist und g=k+1, wenn k ungerade ist.

Dieser Satz verdeutlicht nochmals, daB eine Approximation
hdherer Ordnung des Differentialoperators T durch Differenzen-
operatoren Th nicht notwendig zu genaueren numerischen Ver-
fahren fihren muf.

Beispiele fiir stabile Verfahren maximaler Ordnung

1. Das explizite 3-Schrittverfahren

* __1 * ok x h ok "
yj+1'3 (yj+yJ_1+yj_2)+'6' (13fJ 4fJ"1+3fJ‘2)

ist stabil und hat fir yecufa,bl die Konsistenzordnung 3.
Nach Korollar 3.2. hat es bel geeigneten Startwerten dann

auch die Konvergenzordnung 3.
2. Das implizite 2-Schrittverfahren von Milne-Simpson:

* — h E g
V54175143 (T3P 805405 )

ist stabil und hat fir yeCSEa,b] die Konsistenzordnung 4
(wie im Beispiel 2 des Kapitels 2 gezeigt wurde). In Ab-

lineare 2-Schritt-Verfahren mit der Konsistenzordnung 4 ist.

1)

Dahlquist: Convergence and Stability in the Numerical Inte-
gration of 0.D.E., Math. Scand. 4, 33-53 (1956)



4. Anwendungen des Stabilitéitssatzes

Dieser Paragraph behandelt die vielfdltigen Anwendungsmdglich-
keiten des Satzes 3.1. und verdeutlicht die zentrale Stellung,

die er fiir unsere Untersuchungen einnimmt.

In Abschnitt 4.1. wird gezeigt, daB Satz 3.1. nicht nur auf
Einschrittverfahren anwendbar ist, wie es zunidchst scheinen
mag, sondern auch auf k-Schritt-Verfahren der Form (1.6). In
Abschnitt 4.2. werden Stabilitits- und Fehleraussagen filir Pri-
diktor-Korrektor-Verfahren und in Abschnitt 4.3. fiir zyklische
Verfahren gewonnen. SchlieBlich wird in Abschnitt 4.4. an einem
Beispiel gezeigt, wie sich die Ergebnisse des Kapitels 3 auf
partielle Differentialgleichungsprobleme lbertragen lassen.

4.1. Stabilitit von k-Schritt-Verfahren

Mehrschrittverfahren vom Typ M(p,o0):

3r3+k:-a‘k_1yj +k_1-ak—2y3+k'-2—‘ * °-aoy3'+h(8kf<xj +k,y3+k)+- . +Bof(Xj ,ys:)) (l\l. 1)

L - . . - :
yo—no, y;“nl(h), Y yf{—l—nk—l(h) J :O(l)m_k

lassen sich sehr einfach auf Einschrittverfahren der Form (3.14)
zurtckfihren; dazu definieren wir (zunichst flir y.eR):



[ *
yj ) /YJ \ f(xj,YE)
"
yj+1 yj+1 f(xj+h,y3+1)
) :
N . - *
73 +K-1) Vi+k-1 P+ (e=1)h,y 7, 4)
(4.2)
O 1 0...0 O 0 0 ...0 O 0O O0...0
0 o0 1...0 O 0 0 ...0 6 O 0...0
A: e e e e e e e s B3 o000l ;5 C: . .
O 0 0...1 0 0 0 ...0 0 0 0...0
SO TOq O e Oy By B4 By . Bk—l O 0 O0...8

Hiermit geht M(p,o) Uber in die Form (3.14):

o
z% L =AZ% +ho( ¥,2¥ .5h); | j=o(1)m-k
R M LA LT EL E L j=o(1)m-
M1
; » R LY. # *
mit q>(xJ.,zJ.,zj+1,h).-Bsz+CFzJ.+1
—_1 — - ~, .
und Th[z](xj).-h [Zj+1 Azj h¢(xj,zj,zj+1,h)]

Hat (4.1) die Konsistenzordnung q, so folgt aus (2.11) fiir

alle xjeIﬁ: 5
- q. (g+1) q+1 . .-/ 0 k
Th[z](xj)—cq+1h y (xj)t+ y(h ) mit t: eR (4.3)
0
1

Genligt f der Lipschitzbedingung (1.2) mit der Lipschitzkonstan-
ten L, so geniigt ¢ der Lipschitzbedingung (3.13) mit

k~1
:ngolejl und  K,=L|B| (L.b)

Kq
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Die Matrix A hat Frobeniusform, ihre Eigenwerte sind daher die

Nullstellen des Polynoms

k k-1
p(u):u +ak_1u +..-+0L1U+0‘O

teiler.

Im Falle yEeRn ist A eine (kn,kn)-Matrix mit Block-Frobenius-
form, d.h.

A= e e e e e e e e e 5 I:(n,n)-Einheitsmatrix

und die Eigenwerte von A sind dann die Nullstellen von

o(uw)=(p(u))™. Auch in diesem Fall gehéren zu mehrfachen Null-

Definiert man die Norm von (z(xj)—zg) in Rnk durch:

l2(x5)-23]] :=O<?3§_1|Iy(xj+z)-yg+£ |

so ist: HZ(Xj)-ZEHi||Y(Xj+k_1)-y3+k_1H und Satz 3.1. ergibt das
folgende, sehr einfach zu handhabende Stabilititskriterium fiir

M(p,o): )

Satz 4.1.

Genlige f der Lipschitzbedingung (1.2) und sei hIBkIL<1.

Dann ist das Mehrschrittverfahren (1.6) genau dann stabil,
wenn
1.

keine Nullstelle von p(u) betragsmifRig gréger ist als 1,
2.

die Nullstellen vom Betrag 1 einfach sind.



Auperdem gilt die Fehlerabschitzung:
u(x.-a)
19 Gty 3005 ol < Do (140K max Iy Geg)ony || +
Jtk’ JJ+k'— 1-hK, 1 o<i<k-1 1 i

(4.5)

+(xj+1-a)0i?§;_kHTh[y](Xi>H}

j=o(1)m-k

wobei K, und X, durch (4.4) gegeben sind und

N ﬂll) D(K +K,) DL Kk 6|
D>j| A fir alle jeN; u:= — = Z [B.
1-hK, "T-hLTB |2, "
1 K L, & . : 2)
1T, T CON=1l 5 2 ayy(e+jn)= T B f(xbjh,y (x+jh))[577 oy =1
j=o J':o

Definition 4.1.

Sind die Bedingungen 1. und 2. von Satz 4.1. erfilillt, so
genligen. Ist M(p,0) stabil und sind alle Nullstellen von p
auRer u,=1 betragsmifig kleiner als 1, so heiRt M(p,0)
stark_stabil anderenfalls schwach_stabil.
Schwach stabile Verfahren ergeben flir "groRe" j im allgemeinen
schlechtere Ergebnisse als stark stabile.

1)
2)

aus p(1)=o folgt HAj]]zl

eine Méglichkeit, [|T,[y](x)|| niherungsweise zu bestimmen,
ist im Abschnitt 9.5 dargestellt (vgl. Satz 9.5.).



Beispiel 1 (ein instabiles Verfahren):

Das in Abschnitt 3.1. betrachtete "Verfahren":
- " *x _
RATERL AR S IR IS RV RE YeTNes  Y1TNg
hat das erzeugende Polynom:
__.2 _
p(u)=-pu“+4y=-3=-(u-1)(u-=-3)

Dennoch hatten wir gesehen, daR es filir die Differentialgleichung

y'(x)=-Ay(x)=0; y(o)=1

konvergiert, wenn man n_=1 und n1=(2-Xh)—/&-4Ah+(Ah)2 wéhlt.
In diesem Falle gilt ndmlich

AX . X, -AX.
y}:Cle J+023 J/hoe J+ﬁ(h2) (L\l.6>

mit Clzl und C,=0.

2

dieser speziellen Wahl von nq nicht mdglich, weil durch Rundungs-

fehler C2#O wird, was bei lingerer Rechnung die Ldsung exxj

v8llig verfilscht.

Beispiel 2: (ein schwach stabiles Verfahren)

Im Falle des Verfahrens (1.9) von Milne-Simpson:

¥ _o¥x  _hoooa N _
YJ+1 yj—1_3 (fj+1+)4f'3.+fj_1); yg-no; y‘i:nl(h)
ist  p(w=p®-1; a= (© 1) . oo I =
5 1 o) 3 D=sup[Ad]] = 15

JjelN



Die Eigenwerte von A sind My o=*1, das Verfahren ist daher schwach
3

stabil. Wird der Startwert yﬁ mit dem modifizierten Euler-Ver-

fahren (1.8) berechnet, so ist

Il y(xl)-no-hf(xo+%,no+% f(xo,no)H]iCIhB; wegen (2.3) gilt auBerdem

I T, [y] ()l <Coh " und mit vy, D=1, uz2L(1-3)77, 22<1 ergibt
(4.5) die Fehlerschranke:
u(x.-a)
1y (x5, )95, dll< S*;jﬁz——{(1+%hL)Cl+(xj+1—a)C2h}h3; (4.7)
? j=o(1)m-2

In der Praxis wlrde man natlirlich y& mit einem Einschrittver-
fahren der Konvergenzordnung 4 berechnen; dann gilt

. !
”y(Xl)-yEH=(7(hu) und die Fehlerschranke wire von der Ordnung h".

.2, Stabilitit von Pri#diktor-Korrektor-Verfahren

M(p,0) in jedem Rechenschritt eine Iteration erforderlich ist

und daB diese Iteration fir |hB,L[<1 konvergiert. Den Startwert

y}ii) hierfiir verschafft man sich im allgemeinen mittels einer

(P-C-Verfahren) hat somit die folgende Form:

zgig)=A1 z§+hB1 Fz}. : Prddiktor M(pl,cl) (4.8a)
z}ii):A z}+hB FzE+hCFz§£i-1) Korrektor M(p,o) (4.8b)

i=1(1)s; s: Anzahl der Auswertungen von M(p,o)

«  _ x(s)
254172541

In der Praxis wird s=1 oder s=2 gew#hlt (siehe auch Abschnitt

9.5.).
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Der englischsprachigen Literatur folgend wird ein solches Ver-

Evaluation genannt, denn mit dem Pridiktor wird z§+1 zundchst

durch zgii) angenihert, sodann wird F s-mal ausgewertet und die

Niherung s-mal verbessert. Zum Schluf wird F (filir den Gebrauch

---------- e (s)

im nidchsten Rechenschritt) mit dem zuletzt erhaltenen Wert Zj+1

Die letzte Auswertung von F kann auch weggelassen werden; man
benutzt dann im anschlieRenden Rechenschritt F(z}£§_1>) statt
F(zgii)) und spart so eine Funktionsauswertung pro Rechenschritt.

Diese Variante der P-C-Verfahren wird P(EC)S—Verfahren genannt.

Durch Substitution erkennt man sofort, daB die P-C-Verfahren
(4.8a/b) alle die Form (3.14) haben,

* - * *
d.h. zj+1-Azj+h¢(xj,z.

5025415005

. - . » * . - * * LR
im Falle s=1 ist ¢(xj,zj,zj+1,h)-Bsz+CF(Alzj+hB1sz), (4.9)
fir s>1 hat ¢ kompliziertere Gestalt.

Aus Satz 3.1. folgt daher:

Satz 4.2.

Ein Prddiktor-Korrektor-Verfahren ist genau dann stabil,
wenn der Korrektor stabil ist.

braucht nicht das Wurzelkriterium zu erfiillen!

Der Pradiktor darf somit auch instabil sein, d.h. M(pl,cl)

Im Falle (4.9) eines PECE-Verfahrens ergibt Satz 3.1. eine Fehler-
schranke der Form (4.5), jedoech mit

k—lj
K,=L I |B.|+]|B,|L

k-ll k-1
I la.|+hL % |b.|); K.=0:
j=o j=ol Jl ’ e’

Hierbei sind as bzw. Bj die Koeffizienten von p bzw. ¢ und a.

bzw. bj die Koeffizienten von pq bzw. PE



Entsprechende Fehlerschranken lassen sich auch flir P(EC)®E-Ver-
fahren mit s>1 angeben. Man beachte, daf Satz 3.1. die Berech-
nung von Fehlerschranken flir das gesamte P-C-Verfahren gestattet

Pridiktor und Korrektor.

4.3, Stabilitidt zyklischer Verfahren

Bisher wurden die Niherungswerte yg fiir j=k(1)m stets mit dem-
selben k-Schritt-Verfahren (k>1) berechnet; im folgenden be-

werden. Berechnet man beispielsweise y} flir gerades j mit der
2-Schritt-Formel (4.10a) von Milne-Simpson und flr ungerades j
mit der 2-Schritt-Formel (4.10b) von Adams-Moulton, so ergibt
sich das folgende "2-zyklische 2-Schritt-Verfahren":

X . 4 h & A *

VS syt (£ HUFL . L +FL) 1)
2j+277235°3 tT2j+2 TT2j+1 2] ij(l)[%—lJ (4.10a)
* K h * X _p*

Vo543 2542712 (5725437825427 2540

4.3.1. Definition zyklischer Verfahren

Definition 4.2.

Eine geordnete Menge von ki—Schritt—Formeln, izo(1)M-1
gegebener Reihenfolge zyklisch zur Berechnung aufein-
anderfolgender N&herungen y} (j=k(1)m) angewendet werden.
Die einzelnen Formeln eines M-zyklischen Verfahrens nennen

wir Stufen.

1)[a] bedeutet hier die grépte natirliche Zahl < a.
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(4.10a/b) beispielswelise ist ein 2-zyklisches Verfahren mit den
Stufen (4.10a) und (4.10b). Theoretisch kdnnen die Stufen aus
verschiedenartigen Verfahren bestehen, jedoch setzen wir im

folgenden meistens voraus, daR sie alle lineare k-Schritt-Ver-

In der Notation des Abschnitts 4.1. haben sie die Form:

* _,(0) « (o) o x .

ZpjerTh 2y the T (s a 2y s s Zys g 5h)

* (1) » (1) * * i

ZMj+2_A ZMj+1+h¢ (XMj+1’ZMj+1’ZMj+2’h) (5.11)
.* _a(M=1) x (M~-1) " x . . El—-lJ
Zmy MR ZMj+M-1+h¢ (XMj+M—1’ZMj+M—1’ZMj+M’h) J=o(1) |y
wobei A<l)eR(k,k), i=o(1)M-1, Frobeniusmatrizen sind.

Von dieser speziellen Gestalt der A(i) wird jedoch an keiner
Stelle der nachfolgenden Betrachtungen Gebrauch gemacht; es sei
daher ausdriicklich angemerkt, daB alle Ergebnisse dieses und
des néchst?p)Kapitels auf Verfahren vom Typ (4.11) mit allge-

i

meineren A anwendbar sind!

Man beachte, daR in jeder Stufe ein endgliltiger Niherungswert y?
berechnet wird. Verfahren, bei denen das nicht notwendig der

fahren. Zyklische Verfahren sind somit Spezialfille dieser Ver-

fahren, ebenso P-C-Verfanren (die keine zyklischen Verfahren ge-

miR Definition 4.1. sind, obwohl Pridiktor und Korrektor
zyklisch benutzt werden!).
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Einige der in Kapitel 8 behandelten Runge-Kutta-Verfahren lassen
sich als zyklische Verfahren darstellen; das Verfahren (8.12),
beispielsweise, 148t sich wie folgt als M-zyklisches Verfahren
schreiben, wenn h durch 2h ersetzt und flir die 2. Stufe der

Pridiktor 3‘;*2j+2:y*éj+2h(—f’éj+2f§j+1) gewdhlt wird:

2] jro(1)[3-1]

Aa
(£5 f2J+1 2J+2)

L] -
Y55 4175 the

y2J+2 Yot 3 25 F
Auf diese Zusammenhinge soll hier jedoch nicht eingegangen
werden; aus didaktischen Grinden beschrinken wir unsere Betrach-
tungen vielmehr auf zyklische Mehrschrittverfahren, merken je-
doch an, daB viele Ergebnisse sich ohne Schwierigkeiten auf

mehrstufige Mehrschrittverfahren Ubertragen lassen.

4.%2.2. Stabilitit

Ein Stabilitidtskriterium flr zyklische Verfahren ergibt sich un-
mittelbar aus Satz 3.1. Wir verfahren dabeil genau wie bei den
Stabilititsbetrachtungen fiir P-C-Verfahren in Abschnitt 4.2.

Dort wurde gezeigt, daf die Stabilitdt des P-C-Verfahrens

A.} 3 E3
=A, z-+h X.,%s30)
J+1 1 7] <I’1( J>°3° (4.12)
AN
J+1 =A 2% +h¢2(x ,zJ,zj+1,h)

nur von den Eigenwerten der Matrix A abhingt, indem wir (4.12)
in der Form (3.14) darstellten, d.h.

sh);  27=e (4.13)

=A Zs T+ho (x. ,zJ j+1’ 5°%6

J+1

Ganz analog finden wir, daB die Stabilitdt des 2-zyklischen Ver-

fahrens:
_ (o) (o) * * ‘1
2J+1 =A Z‘( +h¢ (X Z2j’z2j+1’ ) (14.114)
A (1) . (1) - * .
Zagea™h a5 Pe (Ko5u03%05010 054050
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von den Eigenwerten der Matrix A(l)-A<Oz ?bhéngt, (welche die
: 1 : N
gleichen sind wie die der Matrix A(o)-A )y, weiles flr hin
. . E
reichendl) kleines h>o durch Substitution von 25j+1 bzw. Z2j+2

{ibergeht 1in

(1), (0) x 0(0) .. .
zgj+2-A A 22j+h¢ (ng’zgj’zgj+2’h) (4.15a)
x (00, (1) ~ (1) * % )

Z2j+3'A A Z2j+1+h¢ (X2j+1’22j+1’z2j+3’h> (4.15b)

und beide Gleichungen (nach Umindizierung ZB::ZEj bzZwW.
) die Gestalt (4.13) haben.

F R
Zj .—.{.2j+1

Die Verallgemeinerung auf beliebiges M ist offensichtlich. Da-

Satz 4.3.

M-zyklische Verfahren sind genau dann stabil,
wenn

1. die Eigenwerte von A:=A(M_1)A(M'2)...A(l)A(O) betrags-

midRig < 1 sind und
2. zu den Eigenwerten vom Betrag 1 nur lineare Elementar-

teiler gehoren.

Definition 4.3.

Erfiillen die Eigenwerte ui(iZl(l)k) einer Matrix AeR(k,k)
die Bedingung 1. und 2. von Satz 4.3., so sagen wir, daB

. v - ———————— " T ————

Genligen die Eigenwerte einer Matrix dem Wurzelkriterium (bezo-

gen auf das charakteristische Polynom der Matrix), so erflillen

rechtfertigt die Bezeichnung "erweitertes" Wurzelkriterium.

1)

man beachte Anmerkung 1 auf Seite 20



Die Bedeutung zyklischer Verfahren liegt darin, dapR die Eigen-

(M-1), (M-2) (1), (o)

werte von A:=A dem erweiterten Wurzelkri-

terium genligen kdnnen, obwohl die Eigenwerte von A(r)(r:o(l)M—l)

- lineare k-Schritt-Formeln hoher Konsistenzordnung, so lassen

1)

Mehrschrittverfahren berechnet; von ihnen stammt das folgende

Donelson und Hansen haben als erste systematisch zyklische

Beispiel eines stabilen M=3,k=3-Verfahrens:

E 3

x x * - * M !
3575545t 255407 S350 =h(105% 5 g+ 57055 o+ U050 =150 (h.16a)

* > >

125y%j+u—1huy%j+3—117y3j+2+136y3j+1:h(M2f3j+M+117f3j+3—144f3j+2—u5f3j+1) (4.16b)

A

ke ! * * s _ 3 > >
905555919 5473009 35457283 55, o 905554306855, #5308 45, 5000 55,5) (B-100)

Alle drei Stufen sind stabil und haben fir yeCY[a,b] die Kon-

sistenzordnung 5; dennoch konvergiert das Verfahren sogar mit

Ordnung haben), wie wir in Kapitel 5 zeigen werden.

1>Donelson,Hansen: Cyclic Composite Multistep Predictor-

Corrector Methods, SIAM J. Numer. Anal. 8, 137-157
(1971).



b.4. Stabilitdtsbetrachtungen bei einem partiellen Differential-

gleichungsproblem

Ahnlich wie im Falle der Konsistenz, soll auch jetzt wieder an
einem Beispiel gezeigt werden, daB der Stabilititsbegriff des
Abschnitts 3.1. und der Stabilitdtssatz 3.1. auch auf andere
Diskretisierungsprobleme als die gewdhnlicher Differential-
gleichungen anwendbar ist. Hierzu betrachten wir wieder die
parabolische Differentialgleichung (2.4), fiir die sich in Ka-

pitel 2 durch Diskretisierung die folgenden Verfahren (2.6a-c)
ergaben:

oyt (81 (g 2708ty W (1), bt (u*<Q)+u§f§>>+At fg(ﬂ);

J (ax)e J (ax)c  9*1
j:1(1)m1—1; Q:o(l)m2—1

b) ux.(,Q,'Fl):u*.(,Q,—l)_F 20At (u* (Q)_zu,‘(g)'*_

»(2) ~(2)
. . u. +2AC £ ;
J J (ax)°e  d*1 J j-1 J

jzl(l)mi-l; 2:1(1)m2—1

¢) ZOAL o« (2¥1) ) 200t y ot (D) __obt (21 v (2) . ¥ (8)
(ax)° I*1 (ax)=" ()2 9mt TN TR
jzl(l)mi—l; Q:o(l)mz—l
Wir setzen: a= oAt nd
(ax)°
*(9«) *
Uy n(At) £,(0) (1-2a) a 0 .. 0
1 . . . (1-2a) a ... 0
15 i I ;Lf:: . s 0= . . = N
2 : 0 o) . 2 . > Al 0 a (1-2a) ... 0
o~ Q/ | /Q, M A R R e R R R I I I .
Gy n((m~1)at) (%) o o lllTTa i)

1



-2 1 O ... 0 (1+2a) —-a 0O
1 =2 1 0 -a (1+2a) -a
C=|{ 0 1 -2 ...01| ; Ag= 0 -a  (1+2a) ... 0
0 O ... 1 =2 0 0 ... -a (1+2a)

Dann gehen a)-c) {iber in die Darstellungen:

* _ E - . -

a) Uy 1 TAug At £ 270 (1)my-1 (4.172)

~ - * Y ,w. _ -

b) UWpyq72a C up+uy #2806 £ 2=1(1)my-1

u
2-1
mit VE: dk erhdlt man hieraus ein Einschrittverfahren
*

d F (3.14): v =A v 42AL. gt V= Yol 2=1(1)m,-1 (4.17b)
er Form (3. PV aq AoV Fe Bg5 V1T ua 5 L= )m2 . )
. g I & 2(r.-1)

mit A= ; g} = | eRTL ; IeR(ml-l,ml—l)

I 2acC f
£
L o He

c) A3u2+1—uQ+At f‘2 ;

* _ _1 F¢ —1 23 . - _ u 1r
u2+1—A3 u2+At A3 fQ ; 9 o(l)m2 1 (4.17¢c)

Alle drei Verfahren sind damit auf die Form (3.14) zurlickge-
flihrt, ihre Stabilitdt ergibt sich daher nach Satz 3.1. aus den

. . -1
Eigenwerten der Matrizen Ay A, und A3 :



a) Man kann zeigen, daB die Eigenwerte von Ay gegeben sind durch:

j " 1 . "
ujzl—ua sin2 <%%f> , j=1(1)m1-1; fir Iali§ gilt flir den

1
Spektralradius von A,: p(A1)<1; dai exp%izite Verfahren
. " ofA)
(2.6a) ist daher stabil flr a = : )2 <>
Ax

b) Ist p¥o Eigenwert von Ay, sO folgt aus det(A2—uI)=o durch

Multiplikation von links mit det (% Ug) , ufo:

det (2auC+(1-u2)I)=o
2

1-y _
det (C+ o I) o

Ist x Eigenwert von C, so gilt daher u:axi/agx2+1. Da alle
Eigenwerte von C von Null verschieden sind, existieren somit
flir beliebiges a Eigenwerte p mit |u|>1; das 2-Schrittver-

fahren (2.6b) ist somit filir alle Ax und At instabil. Ersetzt

------------------- ¥ (2=1), x (2+1)

man jedoch in (2.6b) den Term 2d§z£$ durch (uj 3+uj s

c) Alle Eigenwerte von A3 sind (vgl. A1 mit a:=-a) flir a>o be-
tragsméRig gréBer als 1; daher gilt p(A31)<1 flir beliebiges

a>o. Das implizite Verfahren (2.6c) ist deshalb fiir_alle_ AX
und At stabil.



5. Uber die Ordnung zyklischer Verfahren

In Abschnitt 4.3. wurde bereits ein zyklisches Verfahren der
Konvergenzordnung 6 angegeben, dessen Stufen lediglich die Kon-
sistenzordnung 5 haben. Donelson und Hansen | 71 gewannen der-
artige Verfahren, indem sie fiir k=2,3%,4 k-stufige k-Schritt-
Verfahren mit instabilen Stufen der Konsistenzordnung (2k-1)
ersetzten durch dquivalente k-stufige kM-Schritt-Verfahren mit
stabilen Stufen der Konsistenzordnung 2k. Die dabel erforder-
lichen Rechnungen sind jedoch sehr aufwendig und machen eine

Untersuchung der Fille k>4 aussichtslos.

Im folgenden wird ein v81llig anderer Weg zur Gewinnung zyklischer
Mehrschrittverfahren maximaler Ordnung beschritten. Ausgangs-
punkt ist dabei wieder Satz 3.1., aus dem sich - durch leichte
Modifikation seines Beweises - eine allgemeine Theorie Uber
Verfahren der Konsistenzordnung g mit der Kcnvergenzordnung

(q+1) ergibt. Diese Theorie filhrt zu einem tieferen Versténdnis
k-zyklischer k-Schritt-Verfahren der Ordnung 2k, vereinfacht

ihre Berechnung ganz erheblich und ist prinzipiell auch auf all-

gemeinere Verfahren anwendbar.

5.1. Eine Modifikation des Satzes 3.1.

Flir Verfahren der allgemeinen Form (3.14):

* - * 3 * . *: . - _ 1
zj+1-Azj+h¢(Xj,zj,zj+1,h), 2,70, (h);  J=o(l)m-k (5.1)

untersuchen wir im folgenden die Frage:

Wie kommt es, daB Verfahren mit der Konsistenzordnung q

i. allg. auch die Konvergenzordnung g haben, und ist das

immer der Fall?



Eine Antwort hierauf ergibt sich aus einer Analyse des Beweises
. _ > .
von Satz 3.1.: Dort wurde (vgl. S. 21 mit Vj:Zj, wj—zj) die

Norm des Terms

héo 7 (2] mit 7 [e] ()= 0 () (5.2)

in Gleichung (3.16) nach oben abgeschitzt durch
h(j+1)Dl Ty [2] (xp)l]  mit Dj]A‘jH, jelN (5.3)
Wegen h(j+1):(x.+1-a) hat (5.3) die Ordnung q in hl). Jeder
Summand in (5.2% hat aber die Ordnung (g+1), so daR unter be-
stimmten Voraussetzungen mdglicherweise auch die Summe (5.2)
fiir j+« die Ordnung (g+1) in h hat. Verfahren, flir welche das
der Fall ist, hitten - wie der weitere Verlauf des Beweilses
von Satz 3.1. zeigt - bel passend gewdhltem Startvektor Co(h)
die Konvergenzordnung (g+1). Tatsdchlich gelingt es mittels
der folgenden Modifikation_des_Satzes_3.1., Verfahren der Kon-
sistenzordnung q zu konstruieren, welche mit der Ordnung (qg+1)
konvergieren (siehe Abschnitt 5.2. und Kapitel 10).

Lemma 5.1.
Seien p,=1 und p.31 (i=2(1)k) die (nicht notwendig von-

elnander verschiedenen) Eigenwerte von AeR(k,k) und sei

{u(ui),izl(l)k} eine Normalbasisg) in Rk; dann sind die

folgenden beiden Bedingungen &quivalent:

k

2 (5.4)

[y
n
o

T .
p t=0 mit ATp=p; p3 (5.5)

im folgenden werden stets ausreichende Differenzierbarkeits-
€lgenschaften von y vorausgesetzt.

2 .
)vgl. z.B. Faddejew-Faddejewa, S. 9o



Beweis:

r.
Seil ry die Stufe des Vektors u(ui), so gilt (A—uiI) lu(ui)=0'
und aus pTA‘]=pT flir alle jelN

r. \

o[ (i Tk gl Ty
folgt: D § Iy (-ui) A Ju(“i>:(1_”i) D u(ui)=0
=0
Fiir i¥1 ist daher pTu(ui):O . (5.6)

Aus der linearen Unabhdngigkeit der u(pi), i=1(1)k, und
p3¥ folgt: pTu(l)#O (5.7)

Die Behauptung folgt nun aus th:dlpTu(l). <]

Voraussetzungen:

(1) Die Eigenwerte Hs s i=1(1)k, der Matrix AeR(k,k) mbgen dem

engen Wurzelkriterium gentligen.
(2) Das Verfahren (5.1) habe einen "lokalen Ersetzungsfehler"

Th[z](XR);:h_l(zj+1—Azj—h¢(Xj,zj,Zj+1;h)) (5.8)

der Form:
ThIz](XQ):hqth+07(hq+1) (5.9)

mit Z; wie in (4.2), beschrinktem g: [a,b]-R, g2:=g(xg) und

konstantem tst.

=

(3a) Es sei entweder: p t=0 mit ATp:p, p#y (5.10)

(3b) oder: l

g2| fiir alle jelN beschrinkt (5.11)
o

n~Ma

2

(4) Der Startvektor co(h) habe (wenigstens) die Konvergenz-

ordnung (g+1):
lzg-t, () || =013 (5.12)

Satz 5.1.
Unter den Voraussetzungen (1)-(4) konvergiert der Verfahren

(5.1) mit der Ordnung (g+1).

Anmerkungen:

1. Eine Abschwichung der Voraussetzung (1) ist mdglich, jedoch

ohne praktische Bedeutung.
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2. Beim linearen k-Schritt-Verfahren (4.1) hat T, [z](x,) die Ge-
stalt (5.4) mit g2=0q+1y(q+1)(xz), wie (4.3) zeigt; im Falie
eines Systems von n Differentialgleichungen ist daher goeR .
Eine Verallgemeinerung der Voraussetzungen auf den Fall n>1
wdre somit sinnvoll und ist - analog zum Vorgehen in Ab-
schnitt 4.1.%)
keit wird hierauf aber verzichtet und nur der Fall n=1 dar-
gestellt.

- auch méglich. Aus Griinden der Verstdndlich-

Beweis von Satz 5.1.

k
(5.2) ergibt mit (5.9) und t= % d;ulp;)
i=1
J' s .
h ¥ 70 (2] (x,)=n8"t 500 F (n*Y) (5.13)
2=0
. . . r.—
Gy 4 s j k o § /T .
mit st).c % g&Aq t=d; | Zglu(l)+zsd, gl I P, (28"} wd Mucus)
2=0 =0 i=2 ~ 2=0 =0 i * *

(5.14)

wobel die Pir(ﬁ) Polynome vom Grad (ri—l) sind. S(j) ist somit
flir alle jeN beschrinkt, wenn die Voraussetzungen (1), (2) und
(3) gelten.
(5.13) hat dann die Ordnung (@q+1) in h und durch entsprechende
Modifikation im 2. Teil des Beweises von Satz 3.1. ergibt sich
statt (3.21) die Ungleichung:

(XJ—a)u (5.15)

v, LW ”ﬁggf?*———{(1+hK Nv_—w ||+ h % Ai-z T =
1yl R ST (T, [V] (¢, )T, [w] (%, )3

(1+hoK1> (b-a)uo

Mit = . -
RTIRL D vy [ () olg aus
(5.13) und (5.15): -z +1
5) ll25-25l1 <Kyl 2,2, (]| + (f (n2* )
Wegen Voraussetzung (4) hat das Verfahren daher die Konvergenz-
ordnung (qg+1). <j
1) ;
man ersetzt im folgenden Beweis A durch ihre Block-Frobenius-
. g(x,)t
orm AeR(nk,nk), g,t durch g,®@t:= (;2) 1 eR™ Ung beweist die
i gli, )t
Beschréinktheit von || ¥ ad™(g(x ) :
o g4y Gm)“ﬁnk mit ngatH ks max Htig(xz)H n
R 0<i<k R

unter Beachtun =
g von A(gzat)—gQQAt, ggsﬂn, teRk, AeR(k,k),



Beispiel zum Satz 5.1.:

Flir das Verfahren

at X X
Yoj417¥p5 *h o : i
*J *J *J JZO(l)[%—{J (5.16)
Yoje2™Voj+1*0 To540
gilt: 5
hT, [y](x,:) =y -y -hyh. o= By, 0+ nd)
h 23 254179235 23 ] 23

- - - - 2 1 3
W 7] (Ko540) 5054007V 05417 PY b5 407 i y'(X2j>+(V(h )

Daher ist (vgl. 5.9): T, [y] (x,)=hg t+ (J(n®) mit t=1 ung

1 v .
> y"(x2j) fir 2=2]

o= 4
1 on o -3
5 ¥ (ij) fiir  f=2j+1
J 1 .
Wegen , X 8y |<5 + max ly"(x)] ist (5.11) erfilillt. Das Verfahren
2=0 xe [a,b])

konvergiert daher nach Satz 5.1. mit der Ordnung 2, obwohl jede

der beiden Stufen nur die Konsistenzordnung q=1 hat. <j

Das obige Beispiel wurde in anderem theoretischen Zusammenhang
bereits von Spijker |68]| angegeben. Spijker zeigt, daB sich bei
Wahl einer anderen Stabilitdtsdefinition in gewissen F&dllen eine
héhere Konvergenzordnung nachweisen 14Rt und gibt als Beispiel
daflir zyklische Verfahren an, die allerdings sehr spezieller Art
sind. Alle Verfahren, die Voraussetzung (3b) erfiillen, haben auch
nach Spijker die Ordnung (g+1). Wesentlich allgemeiner und wich-
tiger flir die Praxis ist jedoch Voraussetzung (3a); die hiermit
gewonnenen Verfahren der Konvergenzordnung (g+1) lassen sich
nicht aus der Spijkerschen Theorie ableitenl).

Anwendung der Voraussetzung (3a) werden am Ende von Abschnitt

Beispiele fir die

5.3. angegeben.

1)Es ist jedoch wahrscheinlich, daR sich diese Theorie erweitern
148t, wenn man etwa die Beschrinktheit von (5.13) in die Sta-

bilititsdefinition aufnimmt.



5.2. Maximale Ordnung M-zyklischer k-Schritt-Verfahren

Wir zeigen nun, wie man mittels Satz 5.1. k-zyklische k-Schritst-
Verfahren der Konvergenzordnung 2k konstruieren kann und be-
trachten dazu den Fall M=3, k=3 mit Stufen der Ordnung 5. Dann
gilt (in der Notation (4.2)) fiir die Vektoren Z; der exakten

L&sung bei hinreichenden Differentiationseigenschaften von y:

0
(o) . 0 (6) 6
Z}j+h¢ (x3j,23j,23j+1,h)+ (céo) NG (XEJ)h +CQGQ7) (5.17a)

0

0
3J+1+h¢(1)(X3j+1’23j+1’23j+2;h)+k\Céi) 7 g (JnT) (5.270)

_,(0)
23j+1_A

_, (1)
23j+2_A 4

=A@)z

2) 0
Z35437R 7 TEzgaathe T (xg

J+22735420%354 3300, Sé2> y(6)(x3j)h6+(9(h7) (5.17¢)

(r)

wobel C6 die Fehlerkonstanten der Stufen sind.

Flir genligend kleines h sind (5.17a-c) aufldsbar; durch Sub-
stitution folgt:

-2 (2), (1), (o) A
23j+3’A ANT/ptO 23j+h$(x3j,23j,23(j+1>;d+hTh[2](XBJ) (5.18)
mit 00 [2] x5 ) 0% () e, e s D6 (5.19)

(o)
°6
8 (2) 8 (2 0
b= Cé2) +A Cél) + A )A(l) géo) = cél)—uéi) céo)
R

(5.20)

d.h. die N3 U omit - ] i
le Niherungen Zj mit j=o(mod 3) lassen sich aus einem Ein-

schrittverfahren der Fornm (5.1) gewinnen, nimlich aus

23<j+1>=Aozsj+h¢o<X3j’ZBJ’Z§<j+1>5h> (5.21)

.2 (2), (1), (o)
nut}%_A AYTA und dem lokalen Ersetzungsfehler (5.19).



Flir die Niherungen z;(j:r(mod 3), r=1,2) gilt entsprechend:

-~

ZB(j+1)+r:AP Z3j+r+h¢f(x3j+r’ZBj+r’ZB(j+1)+r;h) (5.22)
mit?) Kr::A(2+P>A<1+P)A(P) (5.23)
und %(P)[z J(x ):=t y<6)(x )h5+(9(h6) (5.24)

h 3j+r’ " r 3j+r .

tr::C<2+P>+A(2+P)C(1+r)+A(2+P)A(1+r)C(r); C(r)::(o’o’cér))T‘(5.25)

Genligen AO und to den Voraussetzungen des Satzes 5.1., so haben

2

die Niherungen z die Konvergenzordnung 6.

3J
Lemma 5.2.
Lo 2) T, . TS __T T . . T
Gilt"™ " p,t, =0 mit p_ A_=p., pr#d, so gibt es ein pr+1td
. T - T = T
mit pr+1tr+1—0 und pr+1AP+1_‘r+1'
Beweis:
u$=1 ist einfacher Eigenwert von Ar+1’ daher existiert ein
t ; T __T . A (r)
oy FO mit P, 1AL 17Ppyq und mit (5.23) folgt: p_ A 0.

(r)

Nach Multiplikation von rechts mit A gilt:

-~

T (r)\5 _,.T (r) (r)_,(r)3
(pr+1A )Ar—(pr+1A ), denn A4~ =A A

AberAauch P, ist Eigenvektor zum einfachen Eigenwert ny=1

. T (r T
von A ; daher ist: p_ A ):apr ; a=const.$0 (5.26)
_,(r) N (r) T T
Aus tr+1_A tr+(I_Ar+1)C und (5.26) folgt nun pr+1tr+1—aprtr
und hieraus die Behauptung. <]

-~

Lemma 5.2. besagt: Genligen AO und to den Voraussetzungen des
o 2 * .
Satzes 5.1., so haben alle Ndherungen Z%j, 23j+1 und 23j+2 die

Konvergenzordnung 6.

1)

obere Indizes sind mod 3% zu nehmen!

2) . ) X X .
alle Indizes im Lemma und seinem Beweis sind mod 3 zu nehmen.



Satz 5.2.
Ein M-zyklisches k-Schritt-Verfahren mit Stufen der Kon-
sistenzordnung 1,249 und Startwerten der Konvergenzordnung
>(q+1) konvergiert fiir ye@q+2[§,b] mit der Ordnung (gq+1),

wenn gilt:

. - -2 1
(1) die Eigenwerte ui,lzl(l)k, von A:=A<M 1)A(M )...A( )A(O>

(A(r)eﬁ(k,k) Frobeniusmatrix der r-ten Stufe) genligen

dem engen Wurzelkriterium.

(2) th:o mit ATp=p, po (5.27)
t:=C(NF1)+A(M}1)C(M%2)+A(M_1)A(M;2)c(M—3)+...+A(M-12...A(1)C<o)
(5.28)
T
¢{"):2(0,0...0,0 () TeRE (5.29)
céii: Fehlerkonstante der r-ten Stufe, falls 4,433

sonst o.

An keiner Stelle des Beweises von Satz 5.2. wurde benutszt, daR

(r) . . .
A Frobenius-Matrizen sind; er 14Rt sich daher prinzipiell

auch auf allgemeinere zyklische Verfahren ausdehnenl).

1)

eine Arbeit hiertiber ist in Vorbereitung



5.3. Vereinfachung der Ordnungsbedingung (5.27)

Die Bedingung (5.27) 14Bt sich ohne jede Rechnung unmittelbar an-
geben, wenn man berlicksichtigt, daR die A(r) Frobenius-Matrizen

sind. Diese M&glichkeit wird im folgenden wieder am Beispiel
k=M=3 erldutert:

0 1 0
Sei als k=m=3, A:=a‘2)a(10p00) yng n ()20 o 0 1,
o (1) (1) _ )
izo,1,2. o 1 5
(o) (o) (o) (o)
1 0 0 ag oy ey /06
Mit L:= aél)l 0 gilt:LEz— 0 aél)ail) und Lt= cél) =c
(2) (2)
uf)aéz) 1 0 0 aj cg

wobei céi) (1i=0,1,2) wieder dieTFehlerkonstanten der Stufen
sind. Definiert man q durch p=L g, so geht Voraussetzung (5.27)

liber in die einfachere Form:
qle=0 mit q’ (L-LA)=0 (5.30)
Dieses lineare System fiir die Komponenten von q hat eine L&sung

q$0, wenn die Systemmatrix den Rang<(k-1) hat. Wegen der Singu-

laritidt (als Folge der Konsistenz der Stufen) von

1+aéo) aio) aéo)

~ 1
L-LA= aél) 1+aél) ai )
a§2> a;2) 1+aéz)

ist das der Fall, wenn gilt:
(o) (o)
1+('XO (11 C6

. 1 _
det | océl) 1+océ1) (1) =0 (5.31a)

2
k Ong) aéz) Oé )



i i . .
Beriicksichtigt man noch c§i>=consts(1+aé >),l=O,l,2, so kann Be-

dingung (5.27) fiir k=M=3 ersetzt werden durch:

1+aéo) ugo) (1+aéO))

aet | oy ealP (1ralPh | <0 (5.31b)
(2) (2) (2)
al a2 (1+ao )

Die Verallgemeinerung auf beliebiges M=k ist offensichtlich und

ergibt das folgende Korollar:

Korollar 5.2.

(r)

I'st M=k und haben die Matrizen A ,r=0(1)k~1, Frobenius-
gestalt, so kann die Ordnungsbedingung (5.27) ersetzt

werden durch

/1+aé°> i o al°) <1+aé°))\}

1
aéii 1+aé1) - aﬁ}% (1+aé1))
det =0 (5.32)
aék-2) a%kﬁg) - 1+aék_2) (1+aék_2))
(k-1) (k-1 k- -
\?1 o ) e aéfll) (1+océk 1))/

und das Verfahren ist stabil, wenn fiir (k-1) Zahlen ui,i:2(1)k:

mit fuil<1 gilt:

- (¢

Ui+doo) aio) ce aﬁ?; ai?i
(1) .

Hi®p 1 ui+aél> ce ui}% aéf%

det | .
= 0 (5.33)

(k+2 -

Hi%o o) Uidék 2>...ifaék_2) aik—g)
(k-1) k=2 -

R R Rl



Mit Satz 5.2. und seinem Korollar k&nnen durch zyklische Kombi-

nation von k (instabilen) k-Schritt-Formeln der Konsistenzord-

nung 2k gewonnen werden (siehe Kapitel 10).

Beispiele:

1. Fiir das Verfahren (4.16a-c) rechnet man leicht nach, dak
Gleichung (5.31b) erfiillt ist.

2. Die erste Stufe des M=2,k=2-Verfahrens (4.10a/b) hat die
Konsistenzordnung 4 und die zweite die Ordnung 3; fir die
Fehlerkonstanten gilt daher: 050):0, cﬁl)#o. Hiermit lau-
tet die dem Fall M=k=2 entsprechende Gleichung (5.3%1a):

1+aé°) cff” 0 0
det = det = 0 (5.34)
a§1> cﬁl) -1 ogl>

(1)

Sie ist flr beliebiges ¢, ° erflillt, d.h. jede beliebi
lineare 2-Schritt-Formel mit der Konsistenzordnung 3 er-
fiillt in Verbindung mit (4.10a) die Voraussetzung (2) von

Satz 5.2.

7Zur Kontrolle der Voraussetzung (1) berechnen wir A::A(l)A(O>
mit
0 1 O 1 R 1 0
Aol : NERE . A=
1 O —aél) —a§1> —ail) —aél)

Fir [a(1>]<1 ist damit auch Voraussetzung (1) erfiillt und aus
0

Satz 5.2. folgt:

Die zyklische Kombination von (4.10a) mit einer beliebigen

linearen 2-Schritt-Formel mit der Konsistenzordnung 3 und

Ia(1)|<1 ergibt ein Verfahren der Konvergenzordnung 4, wenn
0

die Startwerte die Ordnung 4 haben.



§6. Stabilitdt eines Differentialgleichungsproblems

In den vorigen Abschnitten wurde die Stabilitidt numerischer
Verfahren definiert und untersucht. Im folgenden fragen wir

nach der Stabilitdt des gestellten Differentialgleichungspro-

y'-f(x,y)=0; y(a)=n_  im Intervall xela,o) (6.1)

Betrachten wir hierzu das Problem

v'-f(x,y)=0; ?(a):no+60

mit der "Stdrung" 60 in der Anfangsbedingung. Fiir den Fehler
e(x)=y(x)-y(x) gilt:

e'-g(x,e)=0; e(a)=6 (6.2)

mit ﬁ(x,e(X))=f(x,y(X)+e(x))-f(x,y(x))

Die Losung von (6.2) bezeichnen wir mit e(x

;Go,a). Analog zu den
Betrachtungen in § 3.2,

' nennen wir (6.1) stabil, wenn "kleine"
St8rungen in der Anfangsbedingung auch nur
der LOsung y(x) in xe [a,2) bewirken.
nieren wir:

"kleine" Anderungen
Genauer ausgedriickt defi-

Definition 6.1.

Das Problem (6.1) neint stabil, wenn es zy Jjedem

0 ... )
€>0 eine positive Zanl gibt, so dah |le(x;s ,a)ll <e
O

g8ilt fir_alle xela i
_____ la,%°) wenn nur|l§J|<6 ist; anderen-



Beispiel

—~
N

Die Dgl. y'=10y-1texp(-x); y(0)=1
hat die Lsung y(x)=exp(-x). (6.2) ergibt:
e'-10e=0; e(O)=SO

d.h. e(x;éo,o):5o-exb(1OX)

Wie klein auch immer 60 ist, stets existiert ein X, so daB

Allgemeiner gilt der folgende Satgz:
Satz 6.1.

Das lineare Differentialgleichungssystem mit konstanten

.. n_ . : .
Koeffizienten y'=Ay, y(a):no, v:R>R; ist genazu dsrn stabil,
wenn flr die Eigenwerte ). der Matrix A gilt: max Re ) .<O.

/ J 1< j<n JT

Der Beweis folgt aus e(x;éo,a):exp((X-a>A)GO;6OERn.

Instabile Differentialgleichungsprobleme lassen sich fber
"kleine" Intervalle ohne Schwierigkeit l8sen; bei "grofen"

Intervallen versagt jedoch jedes numerische Verfahren.

o J o
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§ 7. Stabilitdt bei fester Schrittweite h

7.1. Allgemeine Betrachtungen

Bisher betrachteten wir stets ein endliches Integrationsintervall

[a,b] mit b-a=m-h und untersuchten die Stabilitdt eines Verfahrens

wie klein h wenigstens gewidhlt werden muf, um Stabilitit zu er-

reichen.

intervallen von praktischem Interesse (wobei wir ein Intervall

[a,t] schon "groR" nennen wollen, wenn 9%2 > 100 ist),

Bezeichne M(p,0) wieder ein k-Schritt-Verfahren der Form (1.6)

mit den erzeugenden Polynomen p und o. Dann gilt mit Eryj::yj+r:

o<E>y}—ho<R>f}:o

und fir die (exakte) L&sung y der Dgl. (1.1) gilt
E .- .=
o ( )yJ hc(E)f‘J h Th[yj(xj)

Hieraus folgt

o(E)(yj—y3>—ho<E><fj-f3):h T, Iv] (x;) (7.1)
Mit f(XJayJ)_f(XJ$y5):Jf(XJ)§7j)(yj_y’;)

J :Funktionalmatrix von f; v.=y%+ —-y*y.
£ 3 Y5V Gj(yj yj), H5j|[<1

und den Abkilirzungen

e.:zy.-y*¥. V.):=
IRRAREE Jf(xj,yj).—J h[y](x.)::T- (7.2)

j? j j
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p(E)ej—ho(E)Jjejrth (7.3)

Sind die Startfehler ej (j=0o(1)k=-1) bekannt und kennt man auch
Jj und Tj’ so 18Rt sich (7.3) 18sen und der globale Fehler e. filr

J
jedes J berechnen. Im allgemeinen sind Jj und Tj jedoch nicht be-

kannt. Daher sind exakte Stabilitdtsaussagen nur fir den sehr ein-
fachen Fall der linearen Differentialgleichung y'=Ay, y:R-R mdg-
lich, auf den wir uns im folgenden beschrinken, sowie fiir lineare
Differentialgleichungssysteme mit konstanten Koeffizienten:

y Ry, AeR(n,n), y:R+Rn.

7.2. Stabilitdtsbereiche

Im I'all der Dgl. y'=iy, y(a):no, yv:R+R, xeC ist Jje@ urid
von j unabhingig und es gilt Jj:A. (7.3) lautet dann

(p(E)-Ho(E))ej:th mit H:=Xh (7.4)

k
z

— . j

i=1

falls die Nullstellen ui(H), i=1(1)k, des Polynoms

Q(u,H)=p (n)-Ho(u) (7.5)

einfach sind. Bei (peispielsweise) r-facher Nullstelle uy lautet
sie

e j 7y J RRT, (7.6)
ej:(C1+CZJ+"'+CrJ )“1+Cr+1ur+1+" +Ck”
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Daher mul h wenigstens so klein gewdhlt werden, daB fiir H:=Ah
gilt:
1. lug (H) |21, 1=1(1)k (7.7)

dann unbeschrinkt wachsen, wenn (7.7) erfillt ist, Jjedoch nicht
im Falle Re A<O.

Anmerkungen:

1. Fir h»0 geht die Bedingung (7.7)iber in das Stabilit&ts-

kriterium des Satzes H.1. (Seite 28), denn die ui(o),izl(l)k,
sind gerade die Nullstellen des Polynoms p.

2. Nach Satz 6.1. ist y'=ly fiir Rex>0 instabil, d.h. die LOsung
yj ist fiir e nicht beschrdnkt. Daher braucht (7.7) flr

Rex>0 nicht erfiillt zu sein, jedoch sollte der Fehler e fir

sollte beschridnkt sein (siehe hierzu Def. 7.2).

Wir fassen in etwas allgemeinerer Formulierung zusammen: Wendet
man ein Diskretisierungsverfahren M an auf die (skalare) Diffe-
rentialgleichung y'=Ay, so ergibt sich eine lineare Differenzen-
rleichune mit konstanten Koeffizienten. Das charakteristische
Polvnom Q(u3H) dieser Differenzengleichung enthdlt H:=Xh als

Parameter und von seinen Nullstellen ui(H) h&ngt das Verhalten
des globalen Fehlers ej flir jo« ab.

Pefinition 7.1.

fahrens M,



Beispiele:

1. Im Fall des k-Schritt-Verfahrens M(p,0) hat, wie wir ge-

sehen haben, die Differenzengleichung die Form (vgl. (7.1.))

o(E)YB—Aho(E)yE =0 (7.8)
und das charakteristische Polynom von M(p,o) lautet

Q(uzH)=p(uw)=Ho(u)

2. Das charakteristische Polynom des modifizierten Euler-Ver-

fahrens (1.8) lautet:

Q(U;H):u—(1+H+%H2)

Die Forderungen (7.7) und Bemerkung 2 legen die folgende Definition
nahe:
Definition 7.2.

seines charakteristischen Polynoms Q(u;H) gilt:

luy ()] <1 (7.9)

luy ()] < luy, ()], 1=2(1)k (7.10)

wobeil uy diejenige Wurzel ist, fur die gilt:

+1
’ul:eH'{"@(hq )
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Man beachte, daB ein fiir H absolut stabiles Verfahren nicht
notwendig auch relativ stabil zu sein braucht. Bei einem filr

H absolut, jedoch nicht relativ stabilen Verfahren geht im

Falle der (skalaren) Dgl. y'=Ay zwar der absolute Fehler e

Konsistente Einschrittverfahren sind stets relativ stabil.

Beim Beispiel des Abschnitts 3.1. (Seite 13ff) ist
iugl > 1 fiir alle Ah<O

es ist daher flir kein H<O absolut stabil; wegen
|u2! > !ull fiir alle Ah<O
ist es auch flir kein H<O relativ stabil.

Definition 7.3.

Seien “i(H)’ i=1(1)k, die Nullstellen des charakte-

ristischen Polynoms Q(u,H) des Verfahrens M. Dann
heift die Menge

H:= {HeC: !ui(H)l<1, i

1(1)k} (7.11)

Bereich absoluter Stabilitdt (kiirzer: Stabilitdtsbe:

H ist also die Menge derjenigen H=Xh, fiir welche die Methode M,
angewandt auf y'=)y, (absolut) stabil ist.

Diese Aussage 14Rt sich wie folgt auf

tialgleichungen mit konstanten Koeffizienten der Form

y'=Ay ; y:R »R";  AeR(n,n) (7.12)

verallgemeinern, wobei auch deutlich wird, warum komplex=-



Satz 7.1.

Die Methode M(p,0), angewandt auf (7.12), ist genau
dann absolut stabil, wenn gilt: hkjgﬁ, j=1(1)n, wo-
bei AJEC die Eigenwerte der Matrix A sind.

Beweis:

M(p,0) auf y'=Ay angewandt ergibt:

p(E)j}—hAO(E)yE:U (7.13)

Sei N=S"!AS die Jordan'sche /a1

Normalform von A, so folgt j '~u 1

aus (7.13%3) durch Multiplika- N= : _u_,'}L

tion von links mit S~ ' und : Xy /
- 1 ’ \ .

z:=5 Ty*: \ 0 ) /

p(E)zj-hNo(E)zj:d (7.14)

Diese Gleichung zerf#llt in r (skalare) homogene Differenzenglei-

chungen

p(E)ZEi)-hAiO(E)Zéi):O; i=1(1)r (7.15a)

die je einem der r Elementarteiler von A zugeordnet sind, und
- falls einige der Elementarteiler nicht linear sind - in (n-r)
inhomogene Differenzengleichungen

C(E)Z§i)‘hXiO(E)Zél):hO(E)Z§l+1); izr+1(1)n (7.15b)
Damit ist Satz 7.1. durch Zuriickfilhrung auf den skalaren Fall

y'=A:;y bewiesen, denn auch die partikulare LOsung der inhomogenen
i

Differenzengleichung (7.15b) ist beschrinkt, wenn (7.15a) stabil

ist.
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Bevor die Definitionen und Ergebnisse dieses Abschnitts an Bei-

spielen erliutert werden noch eine Definition:

Definition 7.4.

Verfahren mit H>{H: Re H<O} heifen A-stabil (unbe-

wenn Ho {H: |arg(-H) |<a; H$O}

A(5)-stabile Verfahren sind offensichtlich A-stabil. A-stabile
erwigungen (und nur mit Blick auf die Genauigkeitsanforderungen)
gewdhlt werden kann. Das ist z.B. wichtig, wenn gleichzeitig
betragsmiBig sehr groRe und sehr kleine Ai-Werte auftreten

(vgl. das erste Beispiel im nichsten Abschnitt). Differential-

Schwach stabile Verfahren (s. Seite 29) haben einen leeren Sta-

bilitdtsbereich. Das Beispiel in Abschnitt 9.5.3. zeigt jedoch,

Korrektor durchaus einen nicht-leeren Stabilititsbereich haben

«ann, wenn der Priddiktor entsprechend gew#hlt wird.

Flir A-stabile lineare k-Schritt-Verfahren bewies Dahlquist:

Satz 7.2.

héchstens die Ordnung 2.

Per folgende Satz liber A(a)-stabile Verfahren stammt von Widlundl)

.
-

Satz 7.3,

Kein explizites Verfahren der Form (1.6) ist A(O)-stabil;

. m .
zu jedem ae[O,g) gibt es A(a)-stabile (implizite) k-Schritt-
Verfahren der Ordnung q mit k=g=3 und k=q=4,.

Beide S&tze gelten nicht fir zyklische Verfahren, insbesondere

gibt es A(a)-stabile k=3,M=2-Verfahren der Ordnung 4 und
k=3,M=3-Verfahren der Ordnung 5 (vgl. Abschnitt 10.2.)

1), ..
Widlund: A Note on Unconditionally Stable Lineawr Multistep

Methods, BIT 7, 65-70 (1967)
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Die Definitionen und Ergebnisse dieses Paragraphen erscheinen in-
sofern unbefriedigend, als sie genaue Stabilitdtsaussagen nur flir
den trivialen Fall linearer Differentialgleichungssysteme mit kon-
stanten Koeffizienten zulassen.

Dennoch ist es sinnvoll, die Stabilitdtsbereiche von Diskretisie-
rungsmethoden zu untersuchen, denn durch Linearisierung (entweder
der gegebenen Differentialgleichung oder der Fehlergleichung (7.3))
lassen sich die Ergebnisse dieses Abschnitts (in begrenztem Umfang)
auch auf allgemeinere Differentialgleichungsprobleme Ubertragen;
Ans#tze hierfir findet man in Stetter |73|, S. 178ff.

7.3. Beispiele

Beispiel 1:

2 -1 -24 0 ( ’
- : - . = - L16)
Das System y'=Ay mit y(o)= (1 A 0 =25 0 7.1
! e o)’ 0 125 -150
; . -x.  =25%
hat die LOsung: y,=¢€ te o
-25%
Io= €

Vs* o~25x_ ~150x

i =-25; A,=-150;mi Schritt-
Die Eigenwerte von A sind A =-13 Ap==253 XB- 150;mit der Schri

weite h=0,024 ergibt sich daher:
- - . - -_7 6.
Hyi=h,h=-0,024; Hy:=ayh==0,65 HyiZAsh 35

Das (hier nicht ndher angegebene) Verfahren M zur numerischen

Behandlung der Dgl. hat eln charakteristisches Polynom mit

den Nullstellen ul(H) und ug(H), fiir die gilt:

H ul(H) ug(H)
H1 09976 —03703
H2 O,5U9 —0,867
Hy 0,004 0,851

H H H, liegen im Stabilitidtsbereich von M, (denn die zugehorigen

M enene istl ind betragsmihig
chen Polynoms sind D )
Nullstellen ., H, des charakteristis : -
S, i e gewdhlte
kleiner als 1) das Verfahren ist dale€r @bo-ooo-z=2===s
Schrittweite h.



H H H )
ooist e 1:0,‘}76; e 2=0,5M9; e 3:0,027; die ersten beiden Werte
~timmen sut mit den Hauvtwurzeln “1<H Y und ul(H ) ﬁbe{ein, das

1
Yerfahren M wird daher gute Ndherungen fiir die Terme e und
A X
e 2 ergeben. Die schlechte fibereinstimmung von e 3 mit ul(H )

X
14R¢ eine ungenaue Approximation des Terms e 3 erwarten; da

dieser Term jedoch rasch abklingt, wird die Niherung y* hierdurch
niechnt nennenswert verfidlscht. Gravierender wird sich auswirken,

dap M fir H. und H, relativ instabil ist. Das hat zur Folge, daRk

e RIS S5 13X .o
die LOsungsterme e"2% una e 3% mit groBem relativen Fehler be-

rechnet werden. Das fillt bel y, wegen des viel groReren Terms
1 X . . . " —
o nicht ins Gew1cht, wohl aber bel Yo und yB, fiir die man

Tatsichlich werden diese theoretischen Voraussagen von den
numerischen Ergebnissen bestitigt. Das Verfahren M ergab in
. D c 3

den Punkten Xlo’ XBO und XSO die folgenden Fehler
el(thyl(x ) y (XJ>; (jle, BO, 50; i:1:2,3)!

J 10 30 50

X 0,24 0,72 1,20

. 4 —5 - -
e (x50 |0, 786010 0,104-1077  0,342-10"9  X%1. absol. u. rel. Fehler
e, (x) 0,784.107°  0,192-10"7  0,942-10" 10

. -3 - s o TEEEes
O.-)()\J-) -0,437-10 -0,176-10 4 -0,700-10 6 " ] 1"

v (x;) | n,780 0,487 0,301
valx.) | 0,288-107°  0,152-10"7  0,9%6-10" 13
volx:) [0,2u8.107°  0,152-1077  0,936-107 13

Aox
™ it 3 i

Per Reitrag e des Eigenwertes AB:—15O ist filir x>0,1 praktisch
ohne Bedeutung fir die L3sung der Dgl. Dennoch bestimmt XB we-
sentlich die Wahl von h: Wire h grofer gewihlt worden (was bei

der unndtig hohen Genauigkeit der numerischen Losung sinnvoll

sohe " _ . . ..
erscheint) so hitte HB—ABh nicht mehr im Stabilitidtsbereich von

M gelegen und das Verfahren hitte divergiert. Wegen der betrags-

méBR1lg sehr unterschiedlichen Eigenwerte von A ist man gezwungen
- - . s ,
die Stabilitdt durch (vom Standpunkt der Genauigkeit) unndtig

kleine Schrittweiten h zu sichern. Diese Situation ist typisch



Beisplel 2:

ergibt flr die Dgl. y'=Ay die Differenzengleichung
Fs Lk * .
YJ+1’YJ+H yj+1 5

Sein charakteristisches Polynom lautet daher
Im H

Qu,H)=(1-H) -1
H

und es ist 111:(1—H)_1 4¢?/
7/

/

szﬁl vermittelte Abbildung des Krei§es 77
u(y yzeV , d.h. der Kreis H(w)zl-e_lw. Das Verfahren ist A-stabil.

Beispiel 3:

* . h X X
541757 (£330

ergibt fiir die Dgl. y'=iy die Differenzengleichung

* L

_ H « H «
YJ+1’YJ+§ YJ+§ YJ+1

: H Hy oo s
Das charakteristische Polynom 1ist Q(u,H):(1—§)u-(1+§). Es ist

1+ '
2 (7.17)
Iullz T H <1

2

fiir alle H mit Re H < O3 Sm=m=ses
Von allen A-stabilen linearen k-Schritt-Verfahren hat es den klelnsten

Ersetzungsfehler; zugleich ist es das einzige A(o)-stabile lineare

k-Schritt-Verfahren mit der Ordnung g>k+1.



terioniel l s

* - *.:E * +Mf'f +f*

Nt das charakteristische Polynom

by H

o<u,f{>:<1—%>u2-3H u-(1+%)

D Q(u,4)=0 den Kreis U(W):eiw auf {H:Re H=0, -/3<Im H</3}

ict # leer (Das Verfahren ist schwach stabil).

“elspilel 5:

*

w1
yj+1'yj+6 (k1+uk2+k3)
kq=h f(xj,yg)
K
N h 1
kph £0c 47,554

-~ *

creibt e die Del. y'=iy die Differenzengleichung:

I P S S R S
}j+1—(1+H+§ H+z H-)y}

{2,
3

Q(U,H)=U‘(1+H+%T HE + %T HB)

w

abbildet,

(7.18)



Beispiel 6:

Die implizite_Gauss-Formel 4. Ordnung

e e s - ST DL L

A x 1
yj+1_yj+§(k1+k2)

_ h 1 1
K970 POGHE-/3), vl kv (3-2/)k,)

i h «, 1
Koo Txs+g(34/3), ¥isgs (3+2/F)k +4 kp)

ergibt filr die Dgl. y'=Ay:

* _.ox 1
ko =hA (354t k-2 (3-2/%)k )
1 J°F f17912 2
(7.20)

_ x* 1 1
k2'hk(yj+f§(3+2/?jk1+ﬂ k2>

Lost man die Gleichungen (7.20) nach Kl und k5 auf, so ergibt
(7.19):

2

1+E+E—

% _ * it _ 2 12
Yj+17HY; M H17 2
B A

2 12

das charakteristische Polynom lautet daher:

Qlu,H) = u-uy

Tr £ ¥ .
ac Veritahrer 10t

lan kann zeigen, dab lu )<t fir alle H mit Re H<O; dac

daher A-stabil.

Eigﬂgigz Hq ist Padé-Approximation von eH, das gleiche gilt”
fir u, in (7.17). Zu allen Padé-Approximationen uy(H) von e”
lassen sich Einschrittverfahren mit Q(u,H)=p-yu, angeben.



g 8 Einschrittverfahren

Wendet man Satz 3.2. (Seite 23) mit k=1 auf Einschritt-Verfahren
der Form (1.5) an und berticksichtigt man dabei auch die friiheren

Ergebnisse tber Konsistenz (Satz 2.1.) und Stabilitdt (Satz 3.1.),

Sei y LOsung der Anfangswertaufgabe (1.1) und

x I ¢ . I S s _ -
yJ.+1—yJ-+h¢(XJ'jyj,h),yo_nOD J'O(i)m 1

)

ein Einschrittverfahren zur Approximation von y(xj+1

Xj+1€Ih‘ Dieses Verfahren konvergiert, wenn gilt:

1. ¢(x,y3h) ist stetig in G:={(x,y,h):a<x<b; yeR"; o<h<h _}
und gentligt dort der Lipschitzbedingung

190G,y 430)=0 (56,5530l <Kl y 4 -y ]

2. ¢(x,y50)20(x,y)

Wenn auRerdem

5. alle partiellen Ableitungen von f derp Ordnung q (g>1)
stetig sind und

a-1
IKIE S LRI Df(x,y)+...+2 D97,y (D(n®)

so konvergiert das Verfahren mit der Ordnung q und es gilt
die Fehlerabschétzung:

N _ (x:-a)K
| Hy(xj)‘yjHiK e ™ -1)c n? =0 (1)m
mit

Hy(x+h)-y<x)-h¢(x,y<X>;h)HiC pd*1

Es stellt sich nun gdie Frage,
Form (1.5) findet.
schnitte.

wie man Einschritt-Verfahren der
Hiermit beschidftigen sich die nidchsten Ab-



8.1. Verfahren mit Ableitungen:

Sind alle partiellen Ableitungen von f bis zur Ordnung g stetig
in G, so ergibt sich nach Satz 4.2. sofort ein (konsistentes und
stabiles, daher auch konvergentes) Einschrittverfahren der Ord-

nung q zur Berechnung von Niherungen yg von y(x), xely :

* - . M =v* .A X . i = -
Yo g5 yj+1-yj+h ¢(xj,yJ,h) j=o(1)m-1 (8.1)
i o R nt Dif( ) (8.2)
mit ¢(xj,yj,h) = iio T X5595) .

Dieses Verfahren mit den Ableitungen le(xj,yj)zdg§+£§§)lf(xj,yj)
ist allerdings nur dann fiir den praktischen Gebrauch geeignet,
wenn sich die Ausdrlicke Dif(xj,yj), etwa durch Rekursionsformeln,
leicht berechnen lassen; das ist aber schon bei einfachen Funktio-
nen f nur selten der Falll). Der Vorteil dieses sogenannten

oft stetig differenzierbarer rechter Seite f, eine beliebig hohe

Ordnung q erzielen 1l&Rt.

Beispiele:

1. Fir g=1 ergibt (8.1) wieder das bekannte Euler-Verfahren.

2. Wendet man (8.1) fiir q=2 auf das Anfangswertproblem

g (x)=-xy° (x)3 y(1)=2,

. 2
an, so erhidlt man mit Df=2x y3—y

2 ey -0y, j = - (8.3)
¥ _o. o' =v*4nvE (-X. Y. =) 3 =o(1)m-1
¥ =23 yj+1-yj+hyj( X3 HhX3Y 5 =) J

1)

it wurde in neuerer 7eit durch Entwicklung

Diese Schwierigke
cher

spezieller Programmiersprachen zur Behandlung analytis

Ausdrticke, z.B. FORMAC, liberwunden.



- 68 -

8.2. Explizite Runge-Kutta-Verfahren:

Die Idee Runges beruht darauf, die komplizierte Berechnung der

Ausdricke Dif(xj,y.) unter Beibehaltung der erstrebten Ordnung q
zu vermeiden, indem man le(xj,yj) durch Linearkombinationen von
Funktionswerten f(x,y) ersetzt, genommen an r Zwischenstellen im

Intervall von (Xj’yj) bis (xj+1,yj+1).

Dazu setzt man

r
0. (x,y3h) = L vy k. (8.4)

mit k1=f(x,y)
kng(x+a2h, y+821k1h)

k3zf<x+a3h, y+631k1h+832k2h) (8.5)
kr=f(x+a h, y+h £ B_.k.).

Die Parameter ui(aie[o,lj), B y; (y;>0) werden dann so bestimmt,

ij? i
daB fiir alle hinreichend oft stetig differenzierbaren Funktionen

re€d(G) gilt:

6,(x,750)=0(x,y50) = O(nd), (8.6)

- .
Yo Nys y3+1=y3+h¢r(xj,y3;h)s j=o(1)m-1

mit der Ordnung q konvergiert (¢r ist mit f Lipschitz-stetig).
Aus (8.6) erhilt man durch Taylorabgleich ein nichtlineares und

im allgemeinen nicht eindeutig 1&6sbares Gleichungssystem zur Be-

stimmung der Parameter as, Bij’ Y;3 daher gibt es flir r>1 unend-

lich viele ¢, die (8.6) erfiillen. Es ist tblich, ein r-stufiges

Butcher stammendes, Parameter-Schema zu charakterisieren:



a 821
@3] Bzq  Bsp
. (8.7)
%p Brl Br2 .......... Br,r—l
Yl Y2 .......... Yr—l Yr

aufweist, heiBen explizit, denn flr die Berechnung von k. werden

nur die bekannten Grdfen kl""’ki—l herangezogen. In Abschnitt

8.3. werden wir auch noch implizite RK-Verfahren kennenlernen,
in deren Parameterschema Bij#o mit 1<j auftreten; bei diesen ist
in jedem Rechenschritt zur Berechnung der ki ein nichtlineares

Gleichungssystem zu 1l8sen.

Fiir alle RK~Verfahren gilt:

r
b Yy F 1 und (8.8)
i=1
i-1
6. = % B.. 3 1=2(1l)r. (8.9)
i 521 ij

8.2.1. Explizite RK-Formeln mit r=1,2,3 Stufen:

Tn diesem Abschnitt werden Spezialfdlle von expliziten RK-Verfahren
mit r=1,2 und 3 Stufen betrachtet. Dabei werden die Ordnung q

und die Anzahl r der Stufen eines Verfahrens durch ein geordnetes

Zahlenpaar (g,r) angegeben.

1. Die einzige (1,1)-Formel ist die Eulersche Formel:
*_ T v izo(1)m-1.
Yo N5 yj+1—yj+hf(XJ,yJ), J

Fiir fe@l(G) hat das Verfahren die Ordnung g=1.



2. (2,2)-Formeln:

Fiir r=2 und £eC?(G) ergibt sich:

kl(XsY)zf(X:y)
k2(X,y):f(X+0ﬁ2h3 y+821k1(X,Y)h)
2
-£(x,y)+aoht, (x,¥) 48,1 hT (x,3)F (x,y)+P(h )
Daraus folgt:

- h. _h 2

¢2—¢-Y1f+Y2(f+a2hfx+621hffy)-f-gfx-§ffy+0%h )

Diese Differenz ist von der Ordnung 2 in h, wenn
Y +Yo=1205  Yo0,=3=05  Y,8,1-%%0
1772 > %272 2P21727Y

vy . - - . =1 - 1 . - 1
Fiir a2+o erhdlt man: B, 70,3 Y 1-5— ; Y2_§E§

%

* _ L _ ¥ _ 1 x h * %*
Yo TNos Vi4q yj+h(1 ?EE) f(xj,yj)+§a; f(xj+a2h,yj+a2hf(xj,yj))

Fiir jede Wahl des freien Parameters 05 erhdlt man ein anderes
(2,2)-Verfahren.

Spezialfille:

a) Wiahlt man a.=

nf =
O |oj=

- - D -

(8.10)

1 ) .
575 , 50 erhdlt man das modifizierte Euler-Verfahren:



- T1 -

b) Fiir P

Wil

ergibt sich das Verfahren von Heun:

Wi
W no

p)
T

=

¢) SchlieBlich hat man fiir a2=1 das verbesserte Euler-Verfahren:
1|1

l 1

Kl

Dieses Verfahren entspricht im Falle f(x,y)=f(x) der Quadra-

SIS

H ist ihre Stabilitidt fiir
-2.0< H < O

gewdhrleistet.

Beispiel:

Das verbesserte Verfahren von Euler auf
s-xy? (1)=2
vy (x)==xy (x); y

angewandt ergibt:

oo gt eyt e 928G (R -nx 997, Gro(me1.
Vomnos ¥54q3¥y ¥ izl (VT
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Iiir h=o.1 und xj:1+o.1j, j=0(1)10 erhdlt man hierfilir die Fehler
eF:yE-y(xj), die in der folgenden Tabelle den Fehlern e, des Al-
gorithmus (8.3) (Seite 57) gegenilibergestellt sind:

XJ eE eA
1.0 0.0000 0.0000
1.1 0.0063 0.0071
1.2 0.0085 0.0096
1.3 0.0089 0.0099
1.4 0.0084 0.0094
1.5 0.0077 0.0096
1.6 0.0069 0.0076
1.7 0.0061 0.0067
1.8 0.0053 0.0059
1.9 0.0047 0.0052
2.0 o.o0041 0.0045

3. (3,3)-Formeln:

Die Herleitung einer allgemeinen (3,3)-Formel erfolgt wieder nach
dem oben angegebenen Prinzip:

Durch Taylorentwicklung der Ordnung 3 ergibt sich fiir fe@B(G)
klrf 5
2,% 1.2 .2 3
K=+t £ =
OFON(aof, B, 1T )40 (5 T80 Ty By €71, WB(n)
2

2|%3 1
kj f+h(a3fx+831ffy+832ffy)+h [’T fxx+a3(831+832)ffxy+§(831+832)2f2fyy+

[«

+832(a2fx+821ffy)f3}b0(h3)
und

-~ 2
_eh h 2 2
¢ f+~2-( £ +fF h (fXX+2f‘ny+f fyy+fyfx+ffy)+6(h3)
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Aus der Bedingung ¢3(x,y;h)—¢(x,y;h):0(h3)erhélt man dann das
Gleichungssystem:

Y1 t t ¥y =1 (8.11a)
' _ 1
1
_ 1
@y Bsp V5 < g (d)
1
oy Y2 + OL3 Y3 =5 (e)
1 2 1 2 1
2% Y tpoez Y37 p ()
1 .2 1 2 21
2 B0 Mo t 7 Byt Bg) Y5 = g (8)
_ 1
B21 B30 Y3 7 7 (h)
Aus (8.11c¢) und (8.11f) sowie (8.11d) und (8.11h) folgt
unmittelbar (8.9), ndmlich
ar = Boqg s g T Bgq * Bape
Man hat also insgesamt vier unabhingige Gleichungen flir sechs
Unbekannte. Je nach Wahl der beiden freien Parameter erhilt
man verschiedene (3,3)-Formeln, z.B. das klassische (3,3)-Ver-
fahren:
h h
k, = £(x,y) k2=f(x+—, y+s k1>
8.12
kB = f(x+h, y-hk,;+2hk,) ( )

h * «
¥$41s Vitg (g Gy elicn Gyt sk (x5,99))

mit dem Parameter-Schema:

L] 1
2 2
1 -1 2
1 4 1
6 [ [



8.2.2. Das klassische Runge-Kutta-Verfahren:

Fiir r=4 ergibt sich zur Bestimmung der Parameter o, Bij’ Y1

aus der Bedingung

¢u(x,y;h)-5(x,y;h>=0(hu),

(Voraussetzung: fe@u(G)) unter Berticksichtigung der allgemein

gliltigen Beziehungen (8.9)

81705 »

das folgende nichtlineare Gleichungssystem:

Y1 + Y2 + Y3
sy Y2 + a3 Y3
a0l v, + a% Yy
ag Y2 + ag Y3

os 832 YB
ap o3 B3p V3
«5 B35 Vs

g=4 von Runge-Kutta; insbesondere ergeben sich die folgenden

By 3783,

+ (a2 BM2 +

+ (o, Byy ¥

2
+ (a2 Bu2 + OL3

3

@3
¢3
2

Byq=0y=BypBysz »

+

+ OL)-I
2
+ u,u

3

+ au
By5)
By3)
By3)

ay Bz By

wichtigen Spezialfille:

a) Wihlt man als freie Parameter a2=a3=%, so erhidlt man das

1 1

2 2

1 1

2 O =

1 0 0 1
1 1 1 1
[ 3 3 [

%y

ELAKjH(ﬁPAOiP-ﬁPAuﬂHFvHJ [N

(8.13)

(8.14)
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Fiir f(x,y)zf(x) geht dieses Verfahren liber in die Quadraturformel
von Simpson.

wertsatz

kg (5,5 )=k (X,5 )28 (x45,y+5 k)= (x43, 545 k=5 £ (x+53,§) (kymk,),

mit einem Zwischenwert y. Daher kann hier die Schrittweite nach

-k

fahrens liegt etwa beil

- 2.785 < H < 0.

b) Bei der Wahl a, = % s oz = % erhidlt man das Verfahren_von

111
3 3
2 | .1 (8.15)
3|73 7
1 1 -1 1
1 3 3 1
8 g 8 B
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b) Fur aq:aszé ergibt sich das Verfahren_von Gill

1 1
P 2
% (/3-1)/2 (2-V2)/2 (8.16)
1 0 -V2/?2 1+/2/2
: (2-V/2)/6  (2+/2)/6 %

G111 widhlte die Parameter so, daR die Anzahl der pro Rechenschritt
zu speichernden Werte und damit der Rundungsfehler minimiert wird.

Die beiden letztgenannten (4,4)-RK-Verfahren haben etwa denselben

- —— - — e . mm e S ok - -

Es soll das klassische (4,4)-RK-Verfahren auf ein Differential-

gleichungssystem mit drei Gleichungen angewandt werden. Das An-
fangswertproblem lautet ausgeschrieben:

1
(y)l = ¢ (X,yl,y2,y3> 5 yi(a) = ni
2
SADNEE f2<x,y1,y2,y3) R yz(a) = n§
N '
(y")~ = f3<x,y1,y2,y3) ; yo(a) = ng

Dann sind die ki, 1<i<b, ebenfalls drei-dimensionale Vektoren,

und die 4 Stufen des j-ten Rechenschritts (am j-ten Gitterpunkt)
bestehen aus der Berechnung von:

_ 1.2 .
k) =000y T,y ,y7) fir X=Xj,y1:y}, y2?y§, vy
- 12 3y h 1_1h,1
k —f(X, 3 3 =X . = 2— 2 h 2 h
2 yl y2 yB) fir x XJ-'?-, y yJ""? kl’ J ‘y‘j*“g ki’ y3=y§+-2 k3 3
k'—'f(X, > T = .h 1:1h 1 2—2h 2 3 h
3 yl y2’y3) e x=xst7, ¥ sy sty Ky, y =545 K55 ¥ =y§+§ KD :
K= (x,y",y°, flir x=x.+ 1,1 1 2. 2. .2 3 3
l ARNAFNS) X235+, ¥Ry iHh kg, y Vit ks, yEyHh kg

Der neue Vekto * i i i
r yJ+1 am Gitterpunkt xj+1 ergibt sich dann als

e & N
Vi (ke (x.,v¥ )40k (x..v% &
T TR R ey R oy B ey Gy Ay e o s Gy D)
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Dieser Rechenablauf ist in dem folgenden Schema nochmals zu-

sammengefalt:
1 2 1
% y y y3 F=(x,y) fz(x,y) fB(X,y)
1 2 3 1 2 3
X, . . ;
J 7] Y3 Y3 kg Ky k3
h 1.h 1 2,h 2 3.0 3 1 2 3
h 1.h 1 2.h 2 3.h 3 1 2 3
XJ.+2 yj+2k2 yJ.+2k2 yj+§k2 2k3 2k3 2k3
1 1 2 2 3 3 1 2 3
X.+h .+hk .thk s +hk k
j V3T i yireks of Ky .l , K
st 52 57
1 _.1h 1 2 _.2.h 2 3 _.3h3
SRl RS TSRt A I RE PSR Ehs S AT R
8.2.3. Runge-Kutta-Formeln h&herer Ordnung (g25)
In den bisher betrachteten Fillen war es stets mdglich, Formeln
der Ordnung g zu konstruieren, die mit r=q Stufen auskamen, d.h.
mit g Berechnungen von f(x,y) pro Rechenschritt. Dies_ist_ fir
3>5 nicht mehr méglich! Butcherl) zeigt, daB kein RK-Verfahren
der Ordnung q=5 mit r=5 Stufen existiert.
Spezielle wichtige RK-Verfahren mit g>5, r>6 sind:
I. (5,6)-Formeln:
Nystrém-Formel:
11
3 5
2 | & 6
5 25 25
; 1 _12 15 (8.17)
T L T
2 6 90 _50 8
3 |5t BT BT BI
4| 6 36 10 &8 g
5 75 75 75 75
125
23 125 __81 0 125
55 © 192 O TTor 192
52 al. Math.
1SButcher,J'C': on RK-Processes of High Order, J. Austra a

Soc. 4 (1964)



Luther-Formel:

- - —— . ———

1 1

1l 2 3

L 22 (8.18)
< o L 22 1z 52
30 90 90 90 90

Quadratur von f mit finf Stiitzstellen.

Butcher-Formel:

- - - — ————— - —

1 1
T I
1 1 1
T B B
1 1 .1
51 o0 5 1 (8.19)
3 3 9
T, 15 © O 47
) 2 12 12 8
7 7 7 7 7
T o 22 12 32 7
90 90 90 90 9o

Auch dieses Verfahren entspricht im Falle f{x,y)zf(

xX) einer
Newton-Cotes-Quadratur mit flinf Stitzstellen.

Es hat - nach dem
Verfahren (8.23) von Lawson - den zweitgrofRten reellen Stabili-

tdtsbereich der hier vorgestellten Verfahren, n#mlich

- 3.2 <H <0



Luther-Formel:

4 4
1 11
2 9 u
5 50 50
1 1
1 0 -1E —% (8.20)
6-v/6 | 81+9/6 o 255-55/6  24-14/F
10 600 600 600
6+V6 | 81-9/6 0 255+55y6  24+14/6 0
10 600 600 600
4 16+/6 16-v6
75 0 © 0 36 36

Dieses Verfahren entspricht, im Unterschied zur Luther-Formel

ist numerisch glinstig, da es aufgrund der vielen zu Null ver-
schwindenden Parameter Bij weniger Speicherplatz als andere

Verfahren braucht.

1 1
2 2
1 1 1
z |7 T
1 0 -1 2 (8.21)
2 7100 1
3 | 27 27 27
2 28 125 546 54 378
10 | 825 “625 625 625 625
14 35 162 125
5355 O O 33 33 336



1 1
[ [
Y 4 16
15 7 75
2 5 _§_ _5_ (8.22)
K [ 3 2
4 8§ 14Xk " 16
5 -5 25 , 25
361 18 oy 11 55
130 T35 128 ¥ 128
31 1125 9 125 5
8T O 7876 32 TEB B6
Lawson-Formel:
1 1
2 2
1 3 1
T {16 16
1 1 (8.23)
19 0° 3
3 0 -2 6 9
T 16 16 16
;1 k6 12 8
7 7 7 7 7
T o 22 1z 32 7
g0 50 90 90 90

Dieses explizite (5,6)-RK-Verfahren von Lawson ergibt fiir £(x,y)zf(x)

wieder eine Newton-Cotes-Quadraturformel mit fiinf Stiitzstellen.

Von allen betrachteten Verfahren hat es den grobten reellen Stabi-

— —— -

- 5.7 < H < 0.



II. (6,7)-Formeln:

Diese und hbherstufige Runge-Kutta-Verfahren sind wegen der

hohen Rechenzeiten, die sie bendtigen, fiir die Praxis weniger

der Ordnung q=6 mit r=7 Stufen angegeben werden:

8.3. Implizite

1] 1
5 3
2 2
31 9 3
1y 1 i _ 1
3 12 3 12
1y _ 1 9 3 3
2116 8% 16 B (8.24)
il s 9 -3 3 1
2 8 g T 2
1 9 _ 9 63 18 o 16
hiiy 11 iy 11 11
_11 o 27 27 y 4 11
120 0 TOo 15 15 120

Runge-Kutta-Verfahren

Die allgemeine
dem Ansatgz

*
Yi+1

ki(X:y)

Form der r-stufigen RK-Verfahren ergibt sich aus

r
= u* K (x.,v% j=o(1)m-1 (8.25)
yJ + h 121 Yl l(XJ’yJ)’ J
: i (8.26)
= f(x+uih, y+h 521 Bijkj), iz1(1)r. .

liziten RK-Verfahren

Bei dem im letzten Abschnitt betrachteten expliziten

galt: BlJ = 0,
behandelt, fiir

die es Bij#O mit i<j gibt, und semi-implizlte

Verfahren mit B..=0 fir i<j, aber Bii#O fiir wenigstens ein 1.
1J
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L1 —— - - ——— ———

hdhere Ordnung als bei expliziten Verfahren zu erzielen. In der
Tat hat Butcheri) gezeigt, dak es zu jedem r ein r-stufiges im-
plizites RK-Verfahren der Ordnung g=2r gibt. Explizite, implizite
und semi-implizite Verfahren lassen sich durch folgendes Schema

beschreiben:
RK-Verfahren | Anzahl der frei Erlduterungen
wdhlb. Parameter
explizit r(r+l) k; berechnet sich nur aus k ,...,k; 4
2 Summation in (8.26) nur bis i-1;
Bij:O flr i<j
semi-implizit r{r+3) ki berechnet sich aus kl""’ki’
e Summation in (8.26) bis i;
Bij=0 fir i<J
implizit r(r+l) ki berechnet sich aus ki""’kr’
! Summation in (8.26) bis rj keine

jBeschrénkungen der Bij‘

Im Spezialfall f(x,y)zf(x) entspricht das implizite RK-Verfahren

* »* Xj+1
. =y, +f f(x)dx=:v%+T (8.27)
Yj+1 7 Y] Yithe '
*3
-t r
mi I.=h ¢ . f(x.+0.h).
J i=1 Y1 ( J o5 )
1)Bu‘ccher,J.C.:

Implicit RK~Processes, Math. Comp. 18 (1964)
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Offensichtlich gehdért zu jedem Runge-Kutta-Verfahren eine Quadra-
turformel, charakterisiert durch die y. und a;. In den folgenden

Abschnitten wird in Stichworten gezeigt werden, wie man diese

expliziten RK-Verfahren, in der Methode der Taylorentwicklung
bis zur erstrebten Ordnung g und anschliefenden Koeffizientenver-

gleich.

8.3.1. Gauss-Formeln

__________ 1) wie-

folgt aus den Gauss-Quadratur-Formeln gewinnen:

- Die ey i=1(1)r, werden als Wurzeln von Pr(2a—1) gewdhlt, wo-

bei Pr das Legendre-Polynom vom Grad r ist.

- Die Bij’ i,j=1(1)r, sind L&sung des Gleichungssystems

r
k-1 _ 1 k| _  ee1(1)r
_§ Bij OLJ- = E oci 5 1 1(1)I’, ( )
J=1
- Die Yss j=1(1)r, werden aus dem Gleichungssystem
r
Doy, afl= 1 k=1(1)r
j=1 J J
bestimmt.

: . d .>0
Fiir die so berechneten Parameterwerte gilt: aie(O,l) una 'y

1)Butc}'ler*,J.C.: Implicit R.K. Processes, Math. Comp. 18 (1964)
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ihre cha¥%kteris§ische Wurzel ul(H) ist eine (r,r)-Padé-Appro-

ximation von e

Spezialfdlle:
1] 1
a) 3|32
implizite (2,1)-Gauss-Formel (8.28)
1
b)  (3-v3)/6 T} (3-2/3)/12
(3+/3)/6 | (3+2/3)/12 % implizite (4,2)-Gauss~ (8.29)
Formel
1 1
2 2
¢) (5-v15)/10 52 (10-3VT5)/45 (25-6/75)/180
1 _
5 (10+3/5)/ T2 5 (10-3vT5)/72 (8.30)
(5+/T5)/10 | (25+6vT5)/180 (10+3/I5)/45 =
2 4 5
18 3 18

implizite (6,3)~Gauss-Formel

T3 : P (H)
d.h. pl(H) 1st diejenige rationale Funktion —£T~7

q (HY ° deren Taylor-
r

entwicklung in H=0 mit der Entwicklung von eH am besten liberein-
stimmt.
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8.%3.2. Radau- und Lobatto-Formeln

Weitere implizitec RK-Verfahren ergeben sich, wenn man anstelle
1
von Gauss-Formeln von Quadraturformeln nach Radau und Lobatto

ausgeht. Als Spezialfdlle seien die folgenden Verfahren genannt:

= W
S

0 (8.31a/b)

winy O
WP o

=

IS TUVER BN PN
N

=

0 0 0 0
(6-vB6)/10 | (9+vB)/75 ( 24+ VB)/120 (168-73/6)/600
(6+/85)/10 | (9-/B)/75 (168+73/F)/600 (2L4-/6)/120 (8.32a)

(16+/6) /36 (16-v6)/36

O >

(4-yBY/10 | (24-vE)/120 (24-11v6)/120
(4+/B)/10 | (24+11/6)/120 (24+/8)/120
1 (6-v6)/12 (6+/6)/12

(8.32b)

o O O

(16-v6)/36 (16+/6)/36

Of >

c) Implizite (2,2)-Lobatto-Formeln

O
O
O

(8.33)

[REN
[N

SIS

D) s. Fupnote 2, Seite 73
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0 0 ¢ 0
1 1 1
7 7 9
1 0 1 0
1 2 1
& 3 B

e et - e - -y
- —

0 0 0 0
(5-/5)/10 | (5+/5)/60 z (15-7/5)/60 0
(5+/5)/10 | (5-/5)/60 (15+7/5)/60 z 0

1 z (5-/5)/12  (5+/5)/12 O

1 2 _2 =
T2 T2 12 12

0 0 0 0 0 0

(1-/Z1)/1% |1 3 (13-3/21)/63 (1= 3/31)/126 0O
1 i 5 n s

5 > (91+21/21)/576 = (91-21/21)/576 ©

(7T+/21)/ 14 T% (144 3/21)/126  (13+3/21)/63 %- 0

1 2

1 0 18 9 7% 0

1 _ko 16 49 1

20 180 W5 180 20

(8.34)

(8.35)

(8.36)

Alle diese Formeln haben einen beschridnkten Stabilitidtsbereich;

die Hauptwurze1‘p1<H) jedes dieser Verfahren ist eine Padé-

Approximation Pm(H)/Qn(H) von e% mit m{n; z.B. haben die Verfahren
(8.31a/c) die Hauptwurzel:
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flir das Verfahren (8.34) gilt:

3 ..1 .2 1.3
ul(H) - 1+‘q‘ H+E H +§E H
1
1 - T H

8.4. Semi-implizite Runge-Kutta-Verfahren

Die in diesem Abschnitt behandelten semi-impliziten RK-Verfahren
3)

wurden von Rosenbrock2) eingefihrt und von Haines verfeinert.
0.B.d.A. werde in diesem Paragraphen angenommen, daR die rechte
Seite der zu behandelnden Dgl. nur implizit Uber y von x ab-

h&dngt; es sei also
y'(X)=f(Y(X)), XE[a,b],
y(a)=ng

1)

das zu l8sende Anfangswertproblem

1)Es kann nimlich jedes Anfangswertproblem mit explizit von Xx
abhéngiger rechter Seite f durch Vermehrung der Gleichungen
(d.h. Anheben der Dimension des Problems) auf die oben ange-

gebene Form gebracht werden. Beispielsweise ist das skalare
Anfangswertproblem

y'=f(x,y) 5 y(a)ng,

mit dem zwei-dimensionalen Problem

1

yi=1 s yl(a)=a

yh=f(y 55505 vp(a)ing.

dgquivalent.

2)Rosenbrock,H.H.: Some General I
Solution of Differential Equations,

on Processes with Error Estimation
ons

mplicit Processes for the Numerical
Comput. J. 5 (1963)

3)Haines,C.F.: Implicit Integrati
of the Numerical S
Comput. J. 12 (1969)

olution of Differential Equati
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RK-Methoden, bei denen zur Berechnung von ki’ i=1(1)r, keine
Iteration notig ist, da aufgrund der einfachen Gestalt der

Bestimmungsgleichungen leicht nach ki aufgeltst werden kann.
Dies soll fiir den Fall von r=3 Stufen kurz skizziert werden:

y;+1=?3+h(Y1k1(y§>+Y2k2(y§)+Y3k3(y§» j=o(1)m-1 (8.37)

wobei
ko=, (y5) = () +8., , T (3%))k
170 Y/ T R 5 IR 5K

- ¥ N\ _ oy R *
k2—k2(yj)-I(yj+621hk1)+822J(yj+y21hk1)k2 (8.38)

- « _ ’!' ¥
k3—k3(yj)-f(}j+831hk1+832hk2)+833J(yj+y31hk1+y32hk2)k3

Dabei ist J(y)=fy(y), die Jakobi~Matrix von f und die Parameter
Yo Bij’ Yij werden wieder durch die Methode der Taylorentwicklung
bis zu gewlinschten Ordnung q bestimmt. Man erhilt:

- MAan—1
Ky =(I=B TN TP
= (1=8 57 (551 0ky ) T2 (3 48,y ) (8.39)

ro= (T "« 4 -1 L3
kB—(L 833J(yj+Y31hk1+Y32nk2>) f(yj+831hk1+832hk2)

Als Spezialfidlle dieser semi-impliziten RK-Formeln seien die
folgenden Verfahren angegeben:

B,,=14V8/63 Y,=-0.41315432
B,,=1-/8/6; Yo= 1.41315432 (8.40)
B217¥17 (-6-/B+/58%2078") /(6+2/6) = 0.17378667 . . |

b) Qi@-§§@i:i@9lizi&@_£2422:Bg§§292995:592mel=
B 17B5,51-v2/2; B51=(V2-1)/2,

-0 8.41)
V21703 Y, =03 Yo=1 (



d)

8.

1

1, 1
Y3175 Bzo7;

Y :1' 8 = 2. - -
3272° PLu3T993Yu1TY0% Yy

19, 43 _28 _
Y15 V2RI 5Ty vyt

1. _ 2.
8317535 Buy1759;3
B :__5_'
427553 (8.12)
=0

- 89 .

.
]

11

P A s e i - - e e e e o e o e o -

B117B5,0.788675134;

- L. 3. )
Bo1=-1.154700545 v =5 5 v, .

Y21” (8.43)
1

Alle vier genannten Formeln sind A-stabil.

5. Bemerkungen zur praktischen Anwendung der RK-Verfahren

Die Leistungsfihigkeit eines Verfahrens hingt weitgehend vom
Z2u l8senden Differentialgleichungsproblem ab; daher sind Aus-
Sagen dariiber, welches Verfahren "das beste" ist, beim gegen-
wdrtigen Stand der Theorie nicht mdglich und auch in Zukunft

wohl nicht zu erwarten.
man sich daher nur auf recht allgemeine Kriterien wie Ordnung,

Stabilitétsbereich, Rechenaufwand etc. stiitzen, sowie auf Er-

Bei der Auswahl eines Verfahrens kann

fahrungen, die mit den einzelnen Verfahren gemacht wurden. In
den letzten Jahren wurden ausfilhrliche Untersuchungen zur Praxis

von Integrationsmethoden angestellt. Zu erwdhnen ist insbesonde;e
1

das an der Universitdt von Toronto entwickelte Programm DETEST

>

welches einen ausgewogenen Vergleich numerischer Verfahren zur

2)

L8sung von Anfangswertproblemen ermdglicht™’.

1)HALL, ENRIGHT, HULL, SEDGWICK: Detest: A'Program for Comparing
Numerical Methods for Ordinary Differential Eugations,
Technical Report No. 60, Univ. of Toronto, Dec. T3.

2)

ENRIGHT, BEDET, FARKAS, _ :
for Non-stiff Ordinary Differential Equations,

HULL: Test Results on Initial Value Methods
Technical Report

No. 68, Univ. of Toronto, Mav T74.
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sam, statt der behandelten allgemeinen Verfahren, spezielle
Methoden zu verwenden. Auch hieriiber sind zahlreiche Verdffent-
lichungen erschienen, und die Theorie der numerischen Behand-
lung von Differentialgleichungen entwickelt sich zunehmend in

diese Richtung.

Die folgenden allgemeinen Bemerkungen kdnnen bei der Auswahl eines
RK-Verfahrens hilfreich sein:

{
p=3
bt
—
@
®
-

rc
—
e
N
[ N
ct
]
=3
jos)
T
<
o]
-3
)
©
jny
3
0]
3
o
sV}
o
]
3

einen endlichen Stabili-

titsbereich H, der mit der Ordnung wichst.

- Die Stabilit&tsbereiche impliziter RK-Verfahren sind i. allg.

groper als die expliziter Methoden.

- Insbesondere sind die impliziten Gauss-Formeln (Abschnitt
8.3.1.) und die semi-impliziten Verfahren des Abschnitts 8.4.
A-stabil; ihre Schrittweite h kann daher ausschlieR®lich mit
Blick auf die Genauigkeitsanforderungen gewihlt werden, was
fiir stiff-Systeme von Bedeutung ist. Ihre Anwendung auf

andere Probleme erscheint wegen des hohen Rechenaufwands
nicht sinnvoll.

Verfahren hbherer Ordnung sind deutlich genauer als solche
niederer Ordnung, solange der Ersetzungsfehler dominiert;
bel kleiner Schrittweite h ist jedoch der Rundungsfehler
grofer als der Ersetzungsfehler,und die Genauigkeitsunter-

schiede von Verfahren verschiedener Ordnung verwischen sich.

Das Rechnen mit doppelter Genauigkeit vermindert den Einflu®

der Rundungsfehler und erfordert nur etwa 35% mehr Rechenzeit
als einfache Genauigkeit.

Explizite RK-Verfahren der Ordnung 5 sind besser als die

Verfahren der Ordnung 3 ungd 4, was das Verhiltnis Genaulg-
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keit zu Rechenaufwand betrifft. Insbesondere bendtigt das
Verfahren (8.19) von Butcher die geringste Rechenzeit und
hat den zweitgréften reellen Stabilitidtsbereich der vorge-
stellten Verfahren mit der Ordnung 5. Das Verfahren (8.23)
von Lawson hat den grdften reellen Stabilit&tsbereich bei
vergleichbarem Rechenaufwand. Das Verfahren (8.24) von

Butcher mit der Ordnung 6 ist vergleichsweise aufwendiger.

Die impliziten Radau-Formeln (8.32a/b) ergeben i.allg. etwa
dieselbe Genauigkeit wie die expliziten RK-Verfahren der
Ordnung 5. Da sie nur 3 Stufen haben, bendtigen sie pro Rechen-
schritt weniger Funktionsauswertungen. Dieser Vorteil wird
jedoch durch die erforderliche Iteration zur Berechnung der

ki gemindert.

Im Vergleich zu den - im folgenden Paragraphen diskutierten -

Mehrschrittverfahren haben die RK-Formeln den Vorzug, keine

und den Nachteil, daB sie pro Rechenschritt mehr Funktions-

auswertungen bendtigen, was zu lédngeren Rechenzeiten fihrt.
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§ 9 Lineare Mehrschrittverfahren

Wendet man Satz 3.2. (Seite 23) auf lineare k-Schritt-Verfahren
(1.6) an und berilicksichtigt man dabei die frilheren Ergebnisse lber
Konsistenz (Satz 2.2.) und Stabilitdt (Satz 3.1.), so erhilt man

B e I e i el e

Satz 9.1,
Sei y L&sung der Differentialgleichung (1.1), L die Lipschitz-
konstante in (1.2) und
> , # x_ -
Y ekt Ok-1Y Jem1t e OO 5 h(ka§+k+Bk-1f§+k—1+'"+Bof3) 0 (9.1)
J=o(1)m-k

. &« _ st 1. =1. 5. LA
mit y5ny; j=o(1)k-1; a,=1; £ f(xj,yj), hlBle<1

ein k-Schritt-Verfahren zur Approximation von y(xj), xjeIh.
Bezeichnen p(u) und o(n) die erzeugenden Polynome (2.12),

so ist das Verfahren konvergent, wenn

1. p(1)=0; p'(1)=0(1)

2. keine Nullstelle von p(yu) betragsmifig groRer ist als 1,
3. alle Nullstellen von p(p) mit dem Betrag 1 einfach sind.
Ist auBerdem

L. oyec?* a7, o1

5. RLPRERPELMELF cq+1#o (Cj gemdR (2.10))

6-l!y<xj>-njH==é7(hq>, j=o0(1)k-1

so hat das Verfahren die Konvergenzordnung q und es gilt die
Fehlerabschitzung:

u(x.-a)
_. R De
“y(xj+k) Yindl S —Topx Z(1+hK1) max ||y (x;)-ns || +
2 0<i<k-1

. (qr1) (9.2)
+(x.. .~a)h a+
jH178 XE?Z},Cb] lle 41y (x) H§
) . k-1
mit K4=L I ]Bj], KZ:L]B

j=o kl’ j=0(1)m-k

D> ] A9 Y riir alle jeN, u= DL

1~-hL Bk .

J

™M N

. lle

In den nachfolgenden Abschnitten werden lineare k-Schritt-Verfahren
1ergeleitet.

Daus p(1)=0 folgt HAjﬂii



9.1, Klassische explizite Mehrschrittverfahren

Der klassische Weg zur Gewinnung stabiler Mehrschrittverfahren
beliebiger Ordnung besteht darin, y'(x)=f(x,y(x)) durch Integra-

tion auf ein Quadraturproblem zurlickzuflihren

X,
(J-}-'l

y(xj+1):y(xj-r+1)+ J F(x,y(x)) dx; reN; r<k (9.3)
j-r+1

und das Integral fiir j=k-1(1)m-1 mit den offenen oder geschlossenen

1)

Quadraturformeln von Newton-Cotes auszuwerten.

Flir verschiedene r5k2) erhilt man so eine Vielzahl von k-3chritt-

Verfahren, von denen insbesondere die expliziten Mehrschrittver-

werden. Alle diese Verfahren sind stabil, denn ihr charakteristisches

Polynom p(u):uk—uk‘r epfiillt das Wurzelkriterium (vgl. S. 29).

D Im Falle offener Newton-Cotes-Formeln wird

om an den Stellen
X=X .

us= —E—i und bei

Zur Erinnerung:

f(x,y(x)) ersetzt durch das Interpolationspolyn
. . . k-1 1 Q("u)vﬂ f .
Xi,1=j-k+1(1)J;3 Pk—l(x>: Qio (-1)7C ;3

polationspolynom an den
X=X, 4

L, L Ciy=
(-1) (T f5,45u% =5

geschlossenen Formeln durch das Inter

‘ i=]- i+1:P, (x)= I
Stellen x;, 1=] k+1(1)] i (%) e

E)Fﬁr r>k wire r und nicht k die Schrittzahl des Verfahrens.



aus, und bezeichnen wir die sc gewonnenen (mit einem Quadratur-

fehler behafteten) Ndherungswerte von y(xj) wieder mit y§ sowie

f(x-,y*(xj)) mit f}, so erhalten wir die folgende Klasse expli:z
J

ziter Mehrschrittverfahren:

v + cy (r % mit ¢ (r):=(-1) S () ( )
_ T * (e v2 % mi * = (-1 : 1y du 9.4
yj+j_u3_r+1 h - 2( ) J L 1 2

Aus Satz 9.1. folgt die Konvergenz dieser Verfahren filir beliebige
natirliche Zahlen k und r<k; in der Praxis wird r=1 oder r=2

gew&hlt.

9.1.1., Die Verfahren von Adams-Bashforth

- — - G T Na G e W e G e - — -

*  zy* *dgpr, SRk 3 30% 251 4 & * -1loxy |
yj+1-yj+h(fj+2ij+12V2fj+8V £i+2357 fj+...+ck_1(o)vk £5); (9.5)

sie haben die Ordnung kl).

——— - ————

Diese Verfahren kénnen in der Form (9.5) programmiert werden, viel-
fach ist es jedoch zweckm#Rig, sie auf die Form (9.1) umzurechnen.
Fiir die Koeffizienten ai,Bi erhdlt man die folgenden Werte:

ap=1; o _4=-1; a,=o flr i=o(1)k-2; B, =0 und

k Br-1 Br-2 Br-z By Br-5  Br-s
1 1

2 3/2 -1/

3 23/12 -16/ 5/

4 55/24 =59/ 37/ =9/

5 | 1901/720 -2774/ 2616/  -1274/ 251/

6 | 4277/14k0  -7923/ 9982/  _7298, 2877/,  -L75/

(Alle Zahlen einer Zeile haben denselben Nenner)

Ds. FuBnote Seite 214
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9.1.2. Die Verfahren von Nystrdm

*_1_2*13*29”* -1 %
(2f eV Ve v et et () ) (9.6a)

* :":
Yi#1™ 5-1 3 5V 5t50 7 £

Sie haben die Ordnung k. Fir k=2 erhdlt man insbesondere die

midpoint-rule (vgl. (1.7)) mit der Ordnung 2:

x Lk x .
yJ‘+1 - yj_l + 2th- ; J—l(l) m-j. (9,6b)

Umrechnung auf die Form (9.1) ergibt die folgenden Koeffizienten:

o1 Q4305 o) _57=1; os=0 flr i=o(1)k-3; B, =0 sowie
k Br-1 B2 Bz Bren By
2 2 0
5 7/3 -2/ 1/
4 8/3 -5/ L/ -1/
5 269/90  -266/ 294/  -146/ 29/

9.2. Klassische implizite Mehrschrittverfahren

formeln ("Korrektoren") der Form:

r
a;;(r):(-i)’L ;oG au (9.7)
O

k
h I

2~k .
. al(r) v fj+1,

A gk
Vit1 Viorer™ 2

Nach Satz 9.1. konvergieren diese Formeln fiir beliebige nattiirliche

1)

Zahlen k und r<k;

1) . .
)31ehe FuBnote 2 auf Seite 93
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Loovcehnes ¢, die suamne aller Terme, die nicht wvon y}+1 abhidngen,
€3 .
und beriicksichtizgt man die Relation:

K
. " - Ak -
) ay (r) = CK(I’ 1),
=0
so geht (9.7) ilber in
e x . .8

tiese Glelenung fur y?+1 wird in jedem Rechenschritt j,
Jrx=1(1U)m-1, durch Iteration geldst:

« (1)

k(l+1) * . 2= 1)
-hck(r‘l)f(xj+1)yj+1 >+gj’ l—O( S

Yi+1
wobe ] 5?£§3 mit einem Pradiktor (z.B. (9.4)),
berechnet wird. Die Iteration konvergiert nach dem Fixpunktsatz,
wenn gilt: ihc%(r—i)%g<1, wobei L die Lipschitzkonstante von f£(x,y)
ist. Diese Bedingung ergab sich bereits frilher und ist stets er-
fillbar, wenn h geniigend klein gewdhlt wird.

3.2.1. Die Verfahren von Adams~-Moulton und Milne-Simpson

- - - — - —— - — — o ———

o mtanrt - Loee o Lo20w 1.3 19 _ 4« K ok
Y T S Uy o Vg g VS e (AW LS, ) (9.9)
n der Form (9.1) hat es die Koeffizienten: akzlgak_1=—1;ai=o fir
i=o(1)k-2 und

K By Bre-1 Br-o Br-3 By By_s

1

1 1/2 1/

2 5712 8/ -1/

3 9/24 19/ -5/ 1/

4 251/720 646/ -264/ 106/ -19/

5 . b75/1h40 1427/ -798/ ugay/ -173/ 27/

e
Man beachte, da® aus (9.8) folgt: Bk=ci(r—1)
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Flilr r=2, k>2 ergibt (9.7) die Verfahren von Milne-Simpson:

P A * * Dp* x
V5417951 (205 =2 Zve] +1“§’V Tin1 =755 41t +a§<2>kaj+1> (9.10)

die flr k%2 die Ordnung (k+1) haben.

Flir k=2 erhdlt man das Verfahren (1.9) mit der Ordnung 4 (vgl.
Seite 6).

Anmerkung:

Die Darstellung aller dieser Verfahren mit Newtonschen Differenzen
hat programmiertechnisch den Vorteil, daB man sehr einfach zu Ver-
fahren hfherer oder niedrigerer Ordnung Uberwechseln kann.

9.3. Allgemeine lineare Mehrschrittverfahren

Man gewinnt stabile lineare Mehrschrittverfahren beliebig hoher
Konsistenzordnung q, indem man k genligend grof widhlt und die Para-

meter aj und Bj so bestimmt, dak gilt:

1. c;=o (izo(1)q) und CQ+1#O (c; siehe (2.10), Seite 11)

o

2. die Nullstellen von p(u)= L aiul erfiillien das Wurzelkriterium

1=0 (Seite 29).

Nach Satz 3.3. muB dabei k+1>q oder k+2>q gewdhlt werden, bei ex-
pliziten Formeln sogar k>q. Diese Art der Berechnung von Mehr-

schrittverfahren ist milhsam; es soll daher noch eine andere Mog-
lichkeit betrachtet werden.

Aus Satz 9.1. folgt: Ein konvergentes k-Schrittverfahren der
vom Grad o<n<g wenn die Start-

werte exakt gewdhlt werden. Wir betrachten speziell die Polynome

ot =1(1)
1; P o(x)= O.f (o104t n=1(1)q

Wi

PO(X)

Wegen Ph(£)=o fur £zo(1)n-2 und P!(n-1)=1

ergibt das Verfahren (9.1) mit h=1 und j=o, angewandt auf’ die Foly-

nome P_(x) (n=o(1)k+2) die Gleichungen:



1%
2 3 = -t
n=k+¢ 2 O.]. PK+2(J) O (9 1)
j=1
I ]
nzk+1 : I o Pk+1(3) = By
J=1
17¢
n=k .71 a, PL(§) = B Pplk) + By
J=
a » Y - [y - L) - [ 4 (9.12)
k
n=? I a P2<j) = B Pé(k) + + B Pé(E) + B4
J=1
k 1
- > - 1
n=1 ‘21 o P, (3) B, Pi(k) + + By PI(1) + By
J=
K
n=o T o. = 0 (9.13)
jzo 9

)

die o5 SO gewdhlt werden, daR (9.13) und das Wurzelkriterium er-

Man erhilt beliebig viele stabile Verfahren der Ordnunél k+1, wenn

werden.
Stabile Verfahren der (optimalen) Ordnung k+2 ergeben sich, wenn
auferdem noch Gleichung (9.11) erfiillt werden kann. Nach Satz 3.3.

7
r.
S
oy
-
-
—
=
~—
1]
=<
ae]
Ny
—
>
p
n
NG
<

N

2
o) = 5 (2x=3)5 Py(x) = 55 (x-2)2

tH

Dann lautet (9.11): 5% a; =0
Mit a2:1 ergibt (9.13) aoz—l und (9.12): Bgz% 5 81:% ; BO=%
Wir erhalten damit

w - Y - E * * %

yJ+2 yj 3 (fj+2 ij+1 * fj)

)

N

Fulnote Seite 24



Das ist das 2-Schrittverfahren (1.9) von Milne-Simpson, von dem
wir bereits wissen (siehe S. 6), daR es die Ordnung 4 hat. Zu-

fahren_der_ Ordnung 4 ist.

Auf dieselbe Weise lassen sich auch Verfahren optimaler Ordnung
mit nichtiquidistantem Punktegitter konstruieren, die u.a. zur

9.4. Instabile lineare Mehrschrittverfahren der Ordnung 2k-1

Lineare k-Schritt-Verfahren der Form (9.1) mit der Ordnung g>k+2
sind nach Satz 3.3. notwendig instabil. Nun wurde bereits im Ab-

e

vom Typ (9.1) zu betrachten.

Naturgemi® interessieren insbesondere Verfahren maximaler Kon-

sistenzordnung, flir die aus den Betrachtungen des vorigen Ab-

schnitts folgt:

Satz 9.2.

k-Schritt-Verfahren (9.1) der Konsistenzordnung 2k, so-
wie eine einparametrige Schar impliziter k-Schritt-Ver-

fahren der Konsistenzordnung (2k-1).

1>wenn o.B.d.A. akzl gewsdhlt wird



Diese Verfahren lassen sich mit der Methode des vorigen Ab-

schnitts verhdltniswmiBig einfach berechnen; fiir k=2 (1)6

o 2
L= 5.

t
N

—
[
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ergeben sich so die folgenden1> Parametrisierungen von Verfahren
a,="Saytlef, Bo7205758 (a)
P )w"otg-l282 5 81311&2—882
AT 1005+ 3385 5 Bo™ 057108, (b)
a, == 9a3+2“83 5 81=18a5‘5783
0p= 1Ba,=5784 ; B,= 9ay-2UB,
GO:('1M1QQ+SSOBQ)/9 BO:(12au" u?Bu)/B
al: - 614(114"'21408” 81'—_ MSG,L‘— 18”8“’ (C)
@2: 36@&'15084 82: 72au_ 26“Bq
ws= (384a,~13608,)/9 B3= (U8ay- 1528))/3
(9.14)
a,= (- 7bba5+ 3&2555)/36 Boz (30a5- 13165)/6
a1=(—1725a5+ 739085>/9 81= (300a5-129585)/3
L= = 10 = -
. C0ag+ 3908, Bo=  300n;-12708, (a)
a.=( 2100 L~ 89gc ) = -
vy o, 99085)/9 83 (1800u5 732085)/9
=( 28500, =1 5 - -
a), = ( o 106,85>/36 By (150a5 53585)/6
%= (- 14200+ 67138 ) /50 Bom ( 30ag- 1428.)/5
= - U4 -
ay bag+ 19958, By= 180, - BlUGS
A= = 825 + 3 = -
° Gt 37808, Bos 900ag-41858, (e)

@3: MOOQ6- 196086
= (1500&6- 682586)/2

Bs= 1200a6—5u8036
By= M50a6—198086
Bg= (1800g- 7028¢)/5

3
1 .

allg. wird % =1 gesetygt

1) Donelson,fdansen: Cyelic

Composite Multistep Predictor-Corrector-
Methods, SIAM J. Numerp .

Anal. 8, 137-157 (1971)
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Entsprechend findet man Parametrisierungen der Ordnung 2k-2

(die natlirlich zwel freie Parameter - etwa B8, und B

halten);

Beispiel:

wenn gilt:

5-3chritt-Verfahren haben die Ordnung 8,

[UN
Wl OV Ol \NWAOJH

W =

(

—~~

(-

(
(

(

14820~ 758, 497585)

5

14250~ 808y~ U6T0Bg)
-1000, + 3908
390005 +2408,+1241085)
-150ag+ 258+ 38585)
-6Oa5+ 38+ 20235)
-300ag+ 168+ 99535
-6000,5+ 368+ 19408
~600ag+ 488+ 18408;)

k-1

- ent-

(9.15)
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9.5. Pridiktor-Korrektor-Verfahren

9.5.1. Konsistenzordnung von P-C-Verfahren

In Abschnitt 4.2, wurde bewiesen (Satz 4.2.), daB die Stabilitit
eines P-C-Verfahrens nur vom Korrektor abhingt. Das k&nnte uns
veranlassen, instabile Formeln der maximalen Konsistenzordnung
(2k-1) als Prddiktoren zu verwenden. Die folgenden Betrachtungen
zeigen jedoch, daR die Konsistenzordnung eines P(EC)®E-Verfahrens
hierdurch i.allg. nicht erh8ht werden kann, weil sie durch die
Ordnung des Korrektors begrenzt ist. Es gilt nimlich

Satz 9.3.
Sei g die Konsistenzordnung des Korrektors und § die

des Pr&diktors, dann hat das P(EC)SE-Verfahren die
Konsistenzordnung min(q,§+s).

Beweils:

; (1) 2 .
Bezeichnen T, [z](xj) bzw. Té )[z](xj) die lokalen Ersetzungs-
fehler .

des Pra#diktors: 23£2>=A123+hB1 Fzs (9.16a)
bzw. des Korrektors: z3+1 zA z3+hB F'zj+hCth].+1 (9.16b)
so gilt:

_ 1
z(xj+1)—Alz(xj)+hB1Fz(xj)+hTé )[z](xj) (9.17a)
z(xj+1)=Az(xj)+hBFz(xj)+hCFz(xj+1)+hTé2)[z](xj) (9.17p)

X 1 5
mit max UTé )[ZJ(X)HiDlhq; max “T(2)[Z](X)“<D n4 (9.18)
xeI} XEIﬂ h -2

und flr éen Ersetzungsfehler Th[z](x) des PECE-Verfahrens er-
halten wir damit:

z(xj+1)=Az(xj)+hBFz(xj)+hCF2(xj+1)+hTh[Z](Xj) (9.19)

mit ﬁ(xj+1):=Alz(xj)+hB1Fz(xj)=z(xj+1)—hTé1)[z](xj) (9.20)
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(9.17b) und (9.19) voneinander abgezogen ergibt:

T, [2] (=12 2] ()40 (Fa(xs  )-F2 (x5, 1)) (9.21)

Mit HC(Fz—F’z“)Hi[BkILH z-%2|| erh41lt man aus (9.20)/(9.21):
2
Iy L2] Cepll <l T [2] Gl +Lgy den ) 78 (2] (e )
und somit, unter Berlicksichtigung von (9.18):

=~ *
max || T, [2] (x)l| < D2hq+ﬁahQ+1; 1718, LD,
stﬂ

Entsprechend beweist man fir s>1:

max || Ty [2] (x)l < D2hq+D1hq+s.
xeI)

h

Die Konsistenz eines P-C-Verfahrens ist nach Satz 9.3. von der
Anzahl s der Korrektorschritte unabhingig, wenn die Ordnung des
Préddiktors h&chstens um 1 geringer ist als die des Korrektors;
in diesem Fall kann s klein gewidhlt werden, in der Praxis wihlt
man s=1 oder s=2. Aus Stabilitdtsgriinden (siehe 9.5.3.) wird in
Ausnahmef&dllen auch s>2 gewdhlt. Der im Vergleich zu expliziten
Verfahren hdhere Rechenaufwand bei P-C-Verfahren wird i.allg.

durch gr&fBere Genauigkeit kompensiert.

S
9.5.2. Vergleich von P(EC)®E- und P(EC) -Verfahren

Die P(EC)®-Verfahren bendtigen pro Rechenschritt (s+1) Auswer-
tungen von f, die P(EC)®-Verfahren nur s Auswertungen, d.h. fir
s=1 ungefdhr halb soviel Rechenzeit wie ein PECE-Verfahren. Das
bedeutet, daR der Rechenaufwand eines PEC-Verfahrens mit der
Schrittweite h/2 etwa der gleiche ist, wie bei einem PECE-Ver-
fahren mit der Schrittweite h. Da die Konvergenzordnung eines
P-C-Verfahrens bei geeigneten Startwerten davon unabhingig ist,
ob es als P(EC)®E oder P(EC)S-Verfahren angewendet wird, ist

die Genauigkeit des PEC-Verfahrens mit h/2 i.allg. gréker. Dieser
Vorteil wird jedoch dadurch erkauft, daB die Stabilitdtsbereiche
von P(EC)S-Verfahren kleiner sind als von P(EC)SE-Verfahren.
Eine solche Wechselwirkung swischen Genauigkeit und Stabilitdt

ist bei allen Mehrschrittverfahren zu beobachten.
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A 1), . . 11 2)).
Beispiel (Krogh™ 75 Klopfenstein und Miliman :

Vit dem Adams-Bashforth Pridiktor der Ordnung 4 und dem Adams-
Moulton Korrektor der Ordnung L, 1autet der PECE-Algorithmus:

A~ _ h ’ *_ »* f‘* - f* )
§, 7viesy (550375985 #3785 579053
’ ’ (9.22)
N T S ST T TP ? o S
Yi+17Y37 28 j+1 j72hi-1 =2
und der PEC-Algorithmus
~% _ «_ h Ao px PEAL
(9.23)

¥« _. «, N N A*_ e o
y.+1-y .+~é*Zi- (9flj+1+19fj 5fj—1+fj-2)

Fur (9.22) ergibt sich ein charakteristisches Polynom 4. Ordnung:

Qs (10 e 2202) 04 (PHe 2902 )P (Fpe P hwe 7 7

und fiur (9.23) ein Polynom 5. Ordnung:

4y 2

2= (e diuts - Smde Bru - 3wy

Sie Stabilititsbereiche haben die in Fig. 9.1. dargestellte Gestalt:
Im H A0
instabil
+0,6
= -
ec _--
ﬁ‘/,
/’, P
€C
s \[/4
} + L —¢- t > Re H
-'/'3 -/,0 ”.3 ‘o,‘ "0‘/" Fi ur 9 1
g 1.
1) .
Krogh: Predictor-Corrector-Methods of High Order with Improved
Stability Characteristics, JACM 13, 374 (1966)
2)

Klopfenstein, Millmann: Num. Stability of a One-Evaluation P-C-Al-
gorithm for Num. Sol. of 0.D.E., Math. Comp. 22, 557 (1968)
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Kombiniert man den Adams-Moulton-Korrektor des obigen Beispiels
mit einem anderen Prddiktor, so lassen sich u.U. grofere Stabi-
litdtsbereiche erzielen. Mit dem folgenden Prddiktor, beispiels-
weise, hat das PEC-Verfahren die in Fig. 9.1. gebrochen gezeich-

nete Stabilititsgrenze:

-~

- - * * *
V5417 o,29y3 15,39yj_1+12,13yj_2+4,55yj_3+

-~ ~ & A ~ Ak
+h(2,27f}+6,65fj_1+13,91fj_2+0,69fj_3)
Lambertl) hat gezeigt, daB der grdRte erreichbare Stabilititsbe-

reich eines P(EC)®-Verfahrens mit festem Korrektor, aber beliebi-

gem Pridiktor und beliebigem s, nicht gréBer sein kann als der
groRte Stabilititsbereich eines P(EC)SE-Verfahrens mit demselben

Korrektor.

9.5.3. Stabilititsbereiche von P-C-Verfahren

Das charakteristische Polynom-und damit auch der Stabilit&ts-
bereich - eines P-C-Verfahrens mit dem Pridiktor M(?3,3) und dem
Korrektor M(p,0) hdngt nicht nur von i1 und M sondern auch noch

von der Anzahl s der Korrektorschritte ab.
Fir P(EC)SE-Verfahren mit ak=ak:1 gilt:

S

._1 . 5
Qg (u3H)=(p(n)=Ho (1)) Eo (BKH)2+(OCU)~H8(u))(8kH) (3.24)

2
und fiir P(EC)®-Verfahren mit ak=&k=1:

-1 o 8-1
Q (U.H):uk(p(u)-ao(u))sz (BKH)Q+H(5(u)O(u)-p(u)B(u))(Bkﬂ) (9.25)
5072 2=0

1D

daf Pridiktor und Korrektor di

e - 3 t
Hierbei ist o.B.d.A. vorausgesetzt, . :
Umindizierung formal immer er
i ahl k haben, was durch ‘
S e , getroffene Vereinbarung

reicht werden kann (die in § 2, Seite 12,
teileprfremder p und o sei dabeil aufgehoben),

I - ector Methods with Identical Repgions of
D ambert: Predictor-Correct £ s wit ¢ F

v Stabjijty STAM J. Num. Anal. 8, 337-344 (1571).

5
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Sind u(s)(H) die Nullstellen von Qg (p3;H) und g (H) die Nullstellen
des charakterlstlschen Polynoms des Korrektors, so gilt nur dann

lim u§3)(H> u (), 171(1)k

S oo

lim u§s>(H) i=k+1(1)2k (bei PEC-Verfahren)

S—POO

!
O

wenn (fiir ak=&k=1)lBkHl<1 ist. Das heift: Selbst wenn unendlich
oft mit dem Korrektor iteriert wird, braucht der Stabilit&tsbe-
reich des P-C-Verfahrens nicht mit dem Stabilit&tsbereich H des

Korrektors identisch zu sein.

Satz 9.4,

Der Stabilitdtsbereich eines P(EC)SE— oder P(EC)S-Verfahrens
ist fiir s+~ nur dann mit dem Stabilitdtsbereich H des Korrek-
tors identisch, wenn (flr ak=1) gilt:

H < {H: |BH|<1}

Bei den iblichen Verfahren mit ak=1 liegt Bk in der GroRenordnung
von 2, so daB groRe Stabilitdtsbereiche des Korrektors flir das
Stabilitdtsverhalten des P-C-Verfahrens bedeutungslos sind. Ande-
rerseits kann der Stabilitidtsbereich eines Korrektors durch einen
geelgnet gewdhlten Pridiktor vergrdRert werden.

1),

Beispiel

Der schwach stabile Korrektor:

* *
Vi+2° yJ 3 (£ +uf3+1 j+2)
hat einen leeren Stabilit#tsbereich (vgl. Abschnitt 7.3., Beispiel

4). Das PECE-Verfahren mit diesem Korrektor und dem folgenden in-
stabilen Pridiktor

L]
L r==ly* . P N
yJ+2 yJ+1+5yJ+h (2fJ+“fj+1>

hat das charakteristische Polynom
Q(u;H):=u2—%H2u—(1+2H+%H2)
und den reellen Stabilit#tsbereich: -1<H<O.

i)

Krogh: A Test for Instability in the Numerical Solution of
Ordinary Differential Equations, J. ACM 14, 350-362 (1967)-
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9.5.4. Abschitzung des lokalen und globalen Fehlersl)

Die Fehlerformel (3.24) in Abschnitt 3.4 enthilt den lokalen Er-
setzungsfehler Th[yI(x), der im Falle eines Verfahrens der Ord-
nung q bei hinreichend glattem y gegeben ist durch (siehe § 2,
Seite 11)

ThEYI<X>=Cq+1Y(Q+1)<x>hq+d7<hq*1>

ThEyI(x) ist i.allg. schwer abzuschdtzen, weil dabei Schranken
flir die g-ten partiellen Ableitungen von f benutzt werden miRten
(denn y(x) ist ja unbekannt). Bei P-C-Verfahren 1l&Rt sich nun
wenigstens der Term cq+1y(q+1)(x)hq in einfacher Weise und ohne
zusitzlichen Rechenaufwand berechnen mit Hilfe des folgenden

Satzes:

Satz 9.5,

Fiir den lokalen Fehler Th[yj(xj) eines P-C-Verfahrens gilt:

-~

c o
. a+1%k ox gy, F(n9Y2) (9.26)
0Ty [y] ()7 2= (5Fp)
q+l “q+1
(;3: Pridiktor-Ndherung; y}: Ngherung nach s>1 Korrektorschritteﬁ
wenn:

A A A

1. der Pridiktor M(p,o) wenigstens die Konsistenzordnung q des

Korrektors M(p,o) hat, q>Q,

2. fir die Wurzeln u;, i=1(1)r, von p mit_dem Detrag_ 2
gilt: 6(Ui)=o

3, die Startwerte des Verfahrens im Falle r=1 die Konvergenz-

ordnung q, anderenfalls die Ordnung g+1 haben,

& & =o falls §>q).
by, cq+1¢cq+1 (CQ+1 o

1)die Ergebnisse und Beispiele dieses Abschnitts sind dem Buch

von Stetter |73| entnommen.
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Den Beweis dieses Satzes findet man bei Stetter [73], S. 261, oder
in spezieller Form bei Henrici [62], S. 256ff.

Man benutzt (9.26), um damit den globalen Fehler mittels Satz 3.1.

abzuschidtzen oder die Schrittweite h zu kontrollieren.

Beispiel:

Der Pridiktor seil die midpoint-rule (9.6b):
2
gyt =yt * ; _h (3) 3
PypqTGaqtanty omit T [y (xg)es v T (xg ) d )

der Korrektor die Sehnentrapezregel:

2
* h .
Y5+1:y3+§(f3+1+f3) mit Th[YJ(Xj):_%E y(B)(xj)+ é?(hB)

Beide Verfahren haben fiir ye:CLl @db] die Konsistenzordnung g=2 und

. . oA 1 .
es 15t 8,473 und ¢ 5 p(u) hat nur die Wurzel no=1. (9.26)

a+1° 17

ergibt somit:

oty [v] () =2 (533 @ (0"

Der folgende Satz enthilt eine M&glichkeit zur Abschitzung

Stetter [73] (Seite 297):
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Satz 9.6.

Das PECE- bzw. PEC-Verfahren der Konsistenzordnung q habe

einen Prédiktor der Ordnung q-1 und es

K
L B,=1 (9.27)
2=0

gelte B*CqﬂxkcQ+1 = C undl)

mit B*:sk bzw. g*=1

Genligen auBerdem die Startwerte der (sehr speziellen) Bedingung:

y§=y(xj%CQ+1y(q>(xj)hq+ 67(hq+1); J=o(1)k-1 (9.28)

und bei PEC-Verfahren zusitzlich

§3=y(xj)+ éﬁ(hq); j=o(1)k-1
dann gilt fir den globalen Fehler:

}f'“j-y(xj)=8*(y'j-§3‘)+ @ na*1y (9.29)

wobei §§ wieder die Priddiktor-Ndherungen bezeichnet.

Flir eine PEC-Methode mit £'=1 bedeutet (9.29):
- +
y} = y(Xj)+ 67(hq 1)

d.h. die Priddiktor-Ndherungen haben die Konvergenzordnung (q+1),
(wihrend der Korrektor nur Niherungen der Ordnung g ergibt!).

Auch bei einem PECE-Verfahren kann die Konvergenzordnung (gq+l1) er-
reicht werden, indem man den in jedem Rechenschritt errechneten Wert y}

ersetzt durch den korrigierten Wert

ygi:yg-sk(yg—yg) (9.30)

1 diese Normalisierung tritt hier an die Stelle von ak=1.
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Man hat somit die Wahl, entweder die hdhere Konvergenzordnung (gq+1)

zu erzielen ohne Kontrolle des globalen Fehlers oder ein Ergebnis

der Konvergenzordnung q, dieses jedoch mit Fehlerabschidtzung.

Die beschriebene Erh&hung der Ordnung bzw. Fehlerabschitzung
ist stets moglich, denn zu jedem Korrektor der Konsistenzordnung qQ>2
existiert ein Prddiktor der Ordnung (g-1), fir den (9.27) gilt
(Beweis s. Stetter |73|, Seite 299).

Beispiel (Stetter S. 300):

Das PECE-Verfahren mit

; h

y3+2:y3+1+3 (uf3+1—f3) Pridiktor (Konsistenzordnung 1)
h -~
y3+2:y3+1+§ (f3+2+f3+1) Korrektor (Sehnentrapezregel)

(Konsistenzordnung 2)

-~

. . _ 1 o
erfiillt mit cq =5 Cq+1—

=

13 3 B*=Bk=% 5 ak=1 die Bedingung (9.27).
Es erlaubt die Abschitzung

% Jd -
Y57y (x5)=5 (y-y )+ 7 n3)
falls fiir die Startwerte gilt (vgl. (9.28)):
1
V5= vz v P om @3y eo,1. (9.31)

Da yg nur in f? des Prddiktors auftritt, braucht (9.31) nur fir

J=1 zu gelten, was z.B. fiir

* _ h
yl‘ﬂo+1—2— [7f(XO+h’ no+hfo)+5f(xo,‘no)]
der Fall ist. <

Einzelheiten und weitere Ergebnisse tiber Fehlerabschitzungen

findet man in C.W. Gear: Estimation of Errors and Derivatives

in Ordinary Differential Equations, 1974, IFIP-KongreRberichte.
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10. Zyklische Verfahren

Mit Satz 5.2. und seinem Korollar lassen sich stabile zyklische
Verfahren sowohl der (maximalen) Konvergenzordnung 2k, als auch
niedriger Ordnung konstruieren; beides ist sinnvoll und die Ent-
scheidung flr die eine oder andere MSglichkeit h#ngt von Stabi-

lit&tserwdgungen ab (siehe 10.2.).

10.1. Zur Konstruktion stabiler k-zyklischer k-Schritt-Verfahren

maximaler Konvergenzordnung

Stabile k-zyklische k-Schritt-Verfahren der Konvergenzordnung 2k

gewinnt man wie folgt:

~ Man berechnet das allgemeine lineare k-Schritt-Verfahren der
Konsistenzordnung (2k-1), welches einen Parameter - beispiels-
weise By - enthdlt und parametrisiert die a, und B, 2=0(1)k=-1,
als Funktionen von Bk' Diese Parametrisierung ist fir k=2(1)6

in (9.14) bereits ausgerechnet.

- Mit k derart parametrisierten k-Schritt-Verfahren (mit den
Parametern Bér),rzo(l)k—l) wird ein k-zyklisches k-Schritt-
Verfahren gebildet.

| <1 gewdhlt und

- Sodann werden (k-1) Zahlen ui,i=2(1)k, mit lui

i i i system
die Parameter Bér) aus dem (nichtlinearen) Gleichungssy

(5.32)/(5.33) berechnet.

Nach Satz 5.2. und seinem Korollar (Seite 48/50) charakterisiert

jede Lésung dieses Systems ein stabiles k-zyklisches k-Schritt-

: i fen
Verfahren der Konvergenzordnung 2k, obwohl jede seiner Stu

i.allg. nur die Ordnung (2k-1) hat.

Die Existenz von L&sungen konnte bishex mos t (vgl. Stetter
Rt ) . iedoch vermutet (vgl.

meine ewiesen werden, wird je . :

meines k b ’ n haben (auf véllig andere Weise)

73], S. 227). Donelson und Hanse . i -6 konnten
Verfahren flir k=2,3,4 angegeben; verfahren mit k=5 und k

mittels (5.32)/(5.33) ausgerechnet werden.
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Als Beispiell) betrachten wir den Fall M=k=3. Gleichung (5.31b)
ergibt (nach Kirzung mit dem Faktor 243):

1001 578D D)-300(6( (D16 Vs 216D 119006 w8 Dsp )27 = o

(10.1a)
und aus (5.33) folgt:
uftau +p = 0 i=2,3, (10.1b/c)
—19380(B(°)+3§1)+s§2))+6289

b=-35937 8{°8{18{?)+10890(85° 6] 8 {11515 (2),5(0)5(2)

- 33oo<e§°)+s§1)+s(2>)+1ooo

(0), .g(1) (2)

Setzt man x:=B3 5 ys= 3 H z:=83 und

A:=x+y+z; Bexy+yz+zx; C=xyz (10.3)

so reduziert sich (10.1la-c) auf das folgende lineare Gleichungs-
system:
19380A—598505+1851930=6289+(u2+u3)
3300A-10890B+ 35937C=1000-u2u3
90A- 300B+ 1001C= 27

mit der LOsung

-1 12577 121 509

A= (Crig * 1g0 (Motws) + 7 wous)
= oL (1909 , 11 4793

B RN (_—66_ * 30 (U2+U3) + %30 U2U3)
- 1 5 1 25

1)

diese rechnerische Behandlung des Falles M=k=3 stammt von
K. Mika.
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Die weitere Rechnung ergibt, daB x, y und z aus

y 2 -Ay2+By-C=0

X=% (u+/u2—hv);

(10.4)
Z=% (u-¢u2-4v)
mit u=EX%g; v=B-uy
y

berechnet werden kénnen. Flir jedes Wertepaar (u2,u3) 18Rt sich

(o) B(1) B(2)

so eine L8sung (83 , ) gewinnen und die Abh#ngigkeit

3

des zugehbrigen Verfahrens von Ho und Mz untersuchen.

10.2. Bemerkungen zur Stabilitit M-zyklischer k-Schritt-Verfahren

Untersuchungenl) zeigen, daB die zyklischen Verfahren mit M=k>3
und maximaler Konvergenzordnung 2k nur sehr kleine Stabilit&dts-
bereiche besitzen und daher schon flir schwach steife Differen-
tialgleichungen ungeeignet sind. Es ist daher sinnvoll, zyklische
Verfahren geringerer Ordnung zu betrachten und 2zu versuchen,
mittels freier Parameter ihren Stabilitdtsbereich zu ontimieren.

M. Mihel¥id?) gewann dabei Ver-
fahren mit M=2 und k=3 der Ord-
nung 4 und Verfahren mit M=k=3
der Ordnung 5, die in der ganzen
Halbebene H={\h|ReAh<0} mit Aus-
nahme endlicher Bereiche nahe der
imaginiren Achse absolut stabil
sind. Die Ausnahmebereiche sind
klein und hingen u.a. von der
Wahl der Eigenwerte ?-(i=2(1)k)

- i
von A=A(M_1)...A(1)A o) ab.

Figur 707

. . _Tilich
1)von Th. Chaves/PUC-Rio de Janelro (z.2t. KFA-Julic )

2)eine Arbeit hiertiber ist in Vorbereitung.
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Das folgende M=2,k=3-Verfahren, beispielsweise, hat die Ordnung U

und den in Figur 10.1. skizzierten Stabilitdtsbereich:

, . I *
200y} 5511355 p¥B1655 4 +121 (10T 5326855, 5~6530 5541
(10.5)
&« _ L {
127000y2j+u-12o978y;j+3+36576y£3+2-u2598y2j+1-h(u9lu9f3j+“+9U929f2j+3+

n L}

+10527f2j+2+21015f2j+1)

Lediglich zur Illustration des Vorgehens im Falle M<k und ohne
Optimierung des Stabilit#tsbereichs wird abschlieBend noch ein
Beispiel flr die Berechnung eines stabilen 2-zyklischen 5-Schritt-
Verfahrens der Ordnung 8 gegeben:

Die Parametrisierung (9.15) von (instabilen) 5-Schritt-Formeln
der Ordnung 8 enth&lt zwei freie Parameter B, und Bg- Kombiniert
man M=2 dieser Formeln zyklisch, so hat man vier freie Parameter
zur Verfligung, um das zyklische Verfahren zu stabilisieren, d.h.
um zu erreichen,AdaB die vier von u1=1 verschiedenen Eigenwerte
ui,i=2(1)5, von A=A(1)A(o) dem erweiterten Wurzelkriterium ge-
nligen (wegen der Konsistenz der beiden Stufen ist u =1 stets
Eigenwert von A).

Hierzu berechnet man das charakteristische Polynom Q(u) von

A(l)A(O) (die Elemente der letzten Zeile der Frobenius-Matrizen

A<O) bzw. A<1) werden mit a; bzw. a; bezeichnet):

(3

Q(u):u“+(a3+a3—aua“)uu+(u1+a1+a3a3—a2au-aqa2)u3+
+(a331+a1a3—aoau—auao-a2a2)u2 (10.6)
+(a1a1—aoa2—a2ao)u—aoao,

substituiert die Parametrisierung (9.15) und berechnet die Para-

meter BM’BS’bU’bS so, daR die Nullstellen u; von Q(u) das er-
weiterte Wurzelkriterium erfiillen, etwa indem man setzt:

Qlu) = u“(u-1). (10.7)
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Man erhdlt dann ein System von 4 nichtlinearen Gleichungen, im
Falle (10.7) beispielsweisei):
a3+a3—auau =-1
o,ta taza,~-0a,-0,a =0
19177393704y 7%ydn (10.8)
a3a1+a1a3-aoau-auao—a2a2 =0
alal-aoa2-a2ao =0
(Da u1=1 automatisch Nullstelle von (10.6) ist, ist a a,=0 dann
von selbst erfiillt).
(10.8) besitzt eine Ldsung und zwar (gerundet auf 8 Stellen):
By = 2,98233879 ; b, = 0,27734958
Bs = 0,25292957 ; by = 0,29957694

Die restlichen Koeffizienten des 2-zyklischen Verfahrens ergeben

sich hiermit aus (9.15).

In &hnlicher Weise 148t sich durch zyklische XKombination von
(k=1) k-Schritt-Formeln der Ordnung (2k-1) ein (k-1)-zyklisches
k-Schritt-Verfahren der Konvergenzordnung (2k-1) konstruieren,
falls das dabei auftretende System aus (k-1) nichtlinearen
Gleichungen eine L&sung besitzt (flir k=2(1)6 ist das der Fall).

i n&R (9.15)!
1)die o. und a; sind Funktionen von BM’BS’bM’bS gemdfB (9
i
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